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BIRE B C 1O

La Aritmética, segin se presenta en este libro, con-
tiene un capitulo todavia inédito de «psicologia infantily,
puesto que es una forma de aritmética razonada, e infantil

it e en su razonamiento. Los ndmeros, con sus derivaciones,

2 PROPIEDAL 3, EDITOR . ’ . f .
ES PROPIEDAD DEL EDIIOR han sido estimulos cientificos que han provocado activida-
; e el deposito que P
e B dos polguiea,
) e Se ha repetido siempre que la aritrética, y en general
by R. de $. N. Aralice las ciencias matemdticas, tienen en la educacién el oficio

importante de ordenar la mente juvenil, prepardndola,
PRINTED IN SPAIN con rigurosa disciplina, para ascender a las alturas de la

IMPRESO EN ESPANA abstraccién. Pero esta importancia doble, es decir, de «me-
dio de desarrollo mentaly y «necesaria y elemental cultu-
ran, no se alcanzaba con eficacia en las escuelas elementa-
les. En efecto, la ariimética se consideraba un -«escolloy
diftcil de superar, una «dificultady que requeria un esfuer-
z0 penoso, «una disciplina driday .

Pero, presentando al nifio un «material cienttficamente
determinadon, que le ofrece de un modo «claroy «eviden-
ten, el fundamento sobre el cual debe levantarse la activi-
dad razonadora, entonces se facilita no solamente el apren-
dizaje de la aritmética, dindole una forma elevada, sino
también el desarrollo de una profundidad légica que se
hubiera creido imposible de alcanzar en los nifios. Los
materiales de la aritmética pueden compararse a «una
palestra de gimnasia mentaly. En el minucioso andlisis

) L realizado sobre la evidencia de las cosas y sobre el ejer-
Palleres Graficos CARROFE, Barciroxs & Aflo 1934 . s acifuo, fodos IOIS detaﬂes acompafian G.'I dcsarroffo psf—
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o, como si la aritmética fuese el medio mds prdctico pard
un verdadero tratamiento psicolégico del nifio, un arsend
maravilloso de psicologia experimental.

Cada individuo se ejercita por s solo con vivo interés ;
el progreso sobreviene en cada discipulo segtin el dictamen
inferior de la necesidad de desarrollo ; y de aqui al nivel
de madurez propio de cada uno, y, como consecuencia
de la libre seleccién, se alcanza un progreso mental légico
y sistemdtico. En veinte anos de amplia e ininterrumpida
experiencia, ninguna disciplina consiguié en nuestras €s-
cuelas entusiasmar a los nifios tanto como la aritmética, ni
en ninguna disciplina hemos alcanzado progresos tan sor-
prendentes como los alcanzados en el campo de las mate-
mdticas. Queda, pues, abierta en el campo de la escuela
elemental, una via prdclica y una extensién fértil, alli don-
de antes halldbamos tormentos y arideces de desierto.

Los fenémenos apasionantes encontrados a lo largo
de esta experiencia han suscitado, aun en personas adul-
tas, actividades fecundas, que superan el limite de la es-
cucla elemental y penetran en el dmbito de la segunda
ensefianza. Y en este libro se hallan incluidas las experien-
cias, acompanadas de materiales, debidos a la preciosa Yy
constante colaboracién de Mario Montessori ; las sencillas
y brillantes operaciones de extraccién de raices ciibicas Y
cuadradas de tres o cuatro cifras, se hacen accesibles a
nifios de ocho o nueve afios de edad; y las elaboradas
«materializacionesy de la cuarta y quinta potencias de
binomios y trinomios, obtenidas a través de brillantes in-
ferpretaciones que asocian el glgebra, el nimero y la for-
ma geométrica. De estas «materializaciones matemdticas»,
que sertan de gran atilidad en la comprensién del dlgebra
en la escuela secundaria, se hace aqui un rapido estudio,
puies requieren un tratamiento especial, una publicacién
aparte que esperamos del autor.

Los estudios precedentes estin ya notablemente avan-
zados en la escuela secundaria.

VIL

Aqui quiero hacer un estudio de los fenémenos de i
dole psicolégica, y recordar el hecho de que los discr’pzlor:
maestros han completado sus observaciones con el des .
b.rfmlento de férmulas algebraicas y de relaciones nzr:;
ricas. Algo parecido a lo que han hecho nuestros nifios
quienes, sin embargo, operaban con problemas que sabia :
resolver solos, 'y llegaron a resultados completamente .
norados por sus maestros. Por consiguiente, hemos enti‘i:
do en una via que no es sélo de aprendfzaje, sino tambié
de elaboracidn. y fl

Siento vivo agradecimiento al editor, sefior Araluc
que ha emprendido la publicacién de esta.; obras : la psi ‘3:
geometria y la psico-aritmética, fruto de un Iar'o tpsl;c?
fc’n?amenfe llevado a término en el recogimienti Nra 45
facil encontrar un editor con bastante coraje par;a fo .
al campo de la escuela elemental libros que se -;afanzf
las convenciones ortodoxas de la ensefianza, y 1;6 i
el desarrollo psiquico del nifio por encima :fe Igs d_PO_m;fT
nas escoldsticas, y que son al mismo tiempo libros :‘CIP .
la c-.vlmctifud de la reproduccion y por la riqueza d Iq e'fpor

lraciones sobrepasan en mucho el limite usual H?acirs ; IE:#

.tl.-m‘a eslo una persona convencida Yy capaz :d'e in:?m?so‘:'

i}:.m,"-(')wf' Esta c’ondicid-n exp'h'ca por qué los dnicos libros
psico-geometria y psico-aritmética aparccen por pri

ra vez en lengua espafola. s i

MARiA MONTESSORI.
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RESUMEN DEL PERIODO PRE-ELEMENTAL

I'l primer material que se presenta a los nifios para el aprendi-
suje de la Aritmética, es un sistema de diez bastones prismaticos
e seccion cuadrada de cuatro centimetros de lado, el primero de los
vunles que representa la unidad—tiene diez centimetros de largo,
mlentras el resto, tienen una longitud que aumenia sucesivamente
de diez en diez centimetros hasta el décimo bastén que alcanza la
(e un metro, ;

Lus longitudes miltiples de diez centimetros, se distinguen en
los bustones mas largos, por la sucesién alternativa de dos colores
dintintos. Solamente la unidad tiene un solo color, que es uno de los
don que se emplean para caracterizar el sistema. Por ejemplo ; la
wiidud serd azul ; en el segundo bastén, los dos trozos de diez cen-
tinetros, uno azul y otro rosa; en el tercer baston, dos trozos azul
il lus extremos y uno rosa en el centro. De este modo todos los
lustones pueden comenzar con el trozo azul y asi se consigue, igual-
mente, que los colores de las diversas unidades que componen el
o, senn claramente diferentes en su sucesion.

Fig. 1

{1 materinl semejante, pero no marcado con dos colores distin-
fe wine, donde todos los bastones eran del mismo color, fué usado
Auinte largo tiempo por los nifios en un perfodo precedente, cuando
Cloctunbing los elercicios sensoriales. Los pequefios se habian acos-
Wb ndo o distinguir a simple vista las longitudes diversas de los
Bastoien, ponfendo uno junto a otro y comprobando, de este modo,
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que la longitud crecia de un modo uniforme. Los nifios que realiza-
ban los ejercicios sensoriales eran de la edad de tres afios.

Estos, en cambio, que comienzan a usar el sistema aritmeético,
tienen ya cuatro aiios y medio como minimo y saben eseribir, o por lo
menos, conocen los signos alfabéticos y componen palabras.

Los nifios a esta edad han contado o han oido contar en la vida
tamiliar, Acaso pronuncian el nombre de los grandes niimeros, cien-
to 0 mil, sin gue tengan en su mente una idea clara de las cantida-
des equivalentes. En cambio, si perciben claramente la equivalen-
cia de los nimeros pequefios, porque saben, que tienefn una nariz,
dos manos, cinco dedos en cada mano etc. Muchas veces habrdn
pedido tres bombones en vez de dos, sabiendo perfectamente lo que
ello significaba.

Con los bastones de la Aritmética que llegan a un maximo de diez,
no se pretende hacer una revelacion, sino, mds bien, ordenar y pre-
cisar ideas vagas adquiridas casualmente. Y para precisar estas ideas
numéricas se recurre a un instrumento que fué ya utilizado en el
periodo primitivo de los ejercicios sensoriales.

Basta iniciar al nifio, con simplicidad, para que rdpidamente se
interese por el sistema numérico. En cada baston se puede contar
la suma de las unidades que van sucediéndose una a otra hasta el

extremo del bastén comenzando por :

uno.

uno, dos.

uno, dos, tres,

uno, dos, tres, cuatro.

uno, dos, tres, cuatro, cinco.

uno, dos, trtes, cuatro, cinco, seis.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho.

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueye.

uno, dos, tres, cuafro, cinco, seis, siete, ocho, nueve, diez.

Lo dltima palabra a que se llega, se refiere a la suma de las uni-
dades contenidas en el bastén, e indica el total. Esta palabra puede
convertirse en un nombre que indica el bastén ; bastén de cinco, de
siete, etc. O simplemente, el cinco, el siete y asi sucesivamente.
De ese modo, resultan varios nombres en relacién con bastanes de
distinta longitud. Los bastones representan cantidades que se llaman,

El hecho de obtener, con relacion al nombre del ndmero, la can-
tidad correspondiente en una apariencia rigida y clara, facilita la
comprensién de los conceptos de la unidad y de las relaciones reci-
procas entre diversas cantidades, asi como las relaciones entre éstas
y la unidad.

En efecto. Los bastones colocados en gradacién no sirven para
contar solamente, sino que hacen ostensible 14 relacién entre las va-
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r:\ful.-,- .(.t}lll'fi.(jﬂ(‘lei?_; indicadé}s por los ndmeros y su lugar reciproco, en
relacion con dicha cantidad, El uno, es el primero, vy el diez el al-

T
dog  e——
treg  o———

CULA LI (¢ me—— ——

cinco

seis

siete —

ocho

nueve ==

diez

Fig, 2
mnn.“,_ el ||‘L-._q ocupa el tercer lugar y estd entre el dos y el cuatro
olc. Bon, pues, las relgncmnes enfre ellos, y no solamente el contar las
dque hacen el sistema interesante. (
.ulnlr;“-m lijar bien este cuadro, de una importancia tan fundamental
Olle unir a su ensefianza el conocimiento de los simbolos numé‘—

Hivos v ponerlos en relacion con las cantidades.

" ”Iln“nnmrr[ul. andlogo al usado para ensefar las letras del alfa-
B, estid unido al sistema. Se trata de diez pequefios cartones li
'--ul- sobre cada Lmu de los cuales, estd fijada en papel de lija usé dle:,
. [.. nilf.{.;-_: 'I,._. 3, &, 5,16, 7.. 8, 9, 0. Dichos ntimeros se hacen

Pl pepetidamente en el sentido de la escritura mientras se
i -jl Hombre ; uno, dos, tres, etc. Asi queda en la memoria l‘;pﬁre:::
;.. o o o '}.”' en relacion con su nombre y, a la par, se acostumfg)ra
i e o reproducir el trazado de cada una ; esto es, a escribirla

Il hecho de que a tode simbolo numérico pueda,hac-erse corres
POnder n cantidad total que aquel representa, bajo la forma de m;

Il'a||.'|;||"r ”“.““'. n!rlglllll que la ecifra es un dnico signo, hace clara y
Ly Il ihociacion entre el simbolo numérico y la cantidad. Basta
e, entonees, la eifra junto al bastén correspondiente ‘ara lo-
BERE v presteza, la memorizacion de su correspondencia 3
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Del sistema, puesto en orden, pueden derivar estudios hechos a
base de descomposiciones y recomposiciones, de cotejos, efc.

Se pueden efectuar ejercicios de desplazamiento y de compara-
¢ién, ya sea con todo el sistema o con una parte de €l, sea con los
bastones largos o con los cortos. Lo unico que hace falta vigilar es,
que todas las combinaciones sean dentro de la decena, es decir, no
pasar del bastén mayor, porque ello traeria consigo una complicacion
en lugar de un progreso.

Es evidente, que cada vez que se unen varios bastones, se hace
una suma y cada vez que esta suma se descompone, se efectda una
sustraccion.

El interés lo despierta, por ejemplo, el encontrar dos bastones
que, unidos, constituyen la longitud de otro bastén mayor. Por ejem-
plo: 4 + 3 = 7, de los cuales, volviéndolos a su estado anterior,
se obtiene :

7—3 =4
o también 7—4 =23

Si después, estos ejercicios primitives se llevan a cabo con todo
el sistema, uno de los mds_claros consiste en la composicién de to-
das las combinaciones iguales a diez, poniendo el 1 sobre el 9, el 2
sobre el 8, y asi sucesivamente, es decir, realizando las siguientes
sumas ;

9 +1=10
8 + 2 = 10
7+ 3=10
6+ 4 =10

Inmediatamente surge el limite, dentro del cual, se encuentran
las posibles combinaciones. Se pueden efectuar cuatro combinacio-
nes solamente o sea cuatro bastones de diez, iguales al mayor de la
serie y ademds de estas cuatro combinaciones quedan adn el bas-
t6n entero de diez vy el bastén de cinco.

A un adulto, este método de los bastones, puede resultar tan in-
teresante como a un nifio. El adulto podria observar, por ejemplo,
que la cantidad de bastones iguales es de 5 o sea la mitad de 10 y
sobra un bastén que es el de 5, Agrupando en dicha forma los bas-
tones, resulta evidente, que la suma de las unidades por ellos indi-
cada es igual a

5 x 10 + 5 = 55

es decir, que se ha encontrado un procedimiento que facilita singu-
larmente la suma de todas las unidades contenidas en el sistema.
Para ello, basta multiplicar el niimero mayor por su mitad y afiadir
después dicha mitad
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~ Esto, como se ve claramente, permite efectuar de un modo r4-
pido la suma de la serie natural de los ndmeros. Llamando N un
nimero cualquiera, la suma de las unidades contenidas en todos los
numeros que van de uno a N. serd

NxN +N =N +N = N +N

2 2 P 2 2

lo cual nos da la férmula algebraica de lo anteriormente expuesto.
Ein eff_-.‘cto; en la serie sucesiva de los niimeros crecientes. de unidad
en unidad, se pueden componer grupos iguales al mayor, por el mis-
mo procedimiento, esto es, colocando el uno sobre el pendltimo y
sobre los sucesivos el dos, el tres, etc.

Es decir, que basandose en el mismo sistema se podrian hacer
observaciones y comprobaciones permitidas por una cultira ¥ un
desarrollo mental superiores a los del nifio. Sin embargo, adultos vy
nifios pueden obtener los diversos resultado con el mismo material.
En efecto, e! material de bastones representa, de modo ¢laro y senci-
llo, la relacién entre cantidades numéricas sucesivas, partiendo de
In unidad. Y esto, es un hecho inmutable, Es el hombre el que va-
rla desarrol[ém!ose y el que deduce, de los mismos hechos, diver-
§0s consecuencias.

Esto sirve para hacer comprender como es preciso utilizar un
material claro y exacto, y alrededor de ello, estd después la inteli-
kencia que se desarrolla, haciendo sucesivos descubrimientos.

Lin el sistema de los bastones estdn contenidos otros principios,
que pueden ser utilizados en lo futuro: dicho sistema presenta como
én un nicleo el sistema decimal y juntamente con éste, el sistema
metrico, porque, el bastén del 10 tiene un metro de longitud y las
tnidades en que se descomponen los diversos bastones, son su dé-
cime parte o sea el decimetro.

I’erf; estos particulares, no accesibles atin al nifio, permanecen
en el sistema sin complicarlo y es evidente, que el desarrollo men-
tnl y cultural sabrd descubrir y utilizar mds tarde lo que pasé in-
ndvertido en la primera infancia.
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MATERIAL DE LAS UNIDADES SEPARADAS

Un segundo material repite el hecho de contar las unidades re-
lativas a los varios grupos de la sucesién numerica de uno a diez, o
mejor, de 0 a 9. En este caso, sin embargo, las unidades vienen
representadas por objetos separados, todos iguales entre si y consis-
ten en pequefios husos facilmente manejables y que, atados en gru-
pos por una cinta, aparecen de un grosor que va en aumento, Tales
grupos se deben colocar en dos cajitas, dividida cada una, en cinco
espacios y en correspondencia con cada espacio, estd escrita una
cifra :

Fig. 3

Q5 IR B sed S RO IT S O

El ejercicio consiste en reunir primeramente, en un solo grupo
de conjunto, toda Ja masa de husillos y colocar en cada espacio, <on-
tandolos une a uno, la cantidad correspondiente al niimero sefialado.
Concluido el ejercicio y comprobado que no existen errores, cada
grupo de husillos se ata con una cinta encarnada, Este ejercicio es
casi una comprobacién de lo que se aprendi6 con el sistema de los
bastones; el nifio, en efecto, reconoce la cifra y compone por si

mismo el ndmero acumulando las unidades (de cualquier clase) cuya

suma aquélla representa, )
Ademds, el material en este caso, ofrece al nifio, como punto de

partida, las cifras, los simbolos numéricos escritos sobre los espacios
de las cajitas, v no las cantidades, como en el caso dp los bastornes.
Las cifras estdn representadas todas ellas, pero no existe el 10 que,
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en cambio, existia en el sistema de los bastones, y esto sucede por-
que el material expone a la atencion del nifio las cifras en si. Estas
vitn como indicaciones concretas del uoo al nueve. Antes de todas
estd el cero, que en s mismo no representa cantidad alguna, como lo
comprueba el heche de que el primer espacio que a él corresponde
permanece vacio. Las cifras son en nimero de diez, pero los grupos
de husillos, son hueve solamente.

O [ [zl [&] & B @ 7 EE

® 26 290 o0 00 00 9O 00 00
® ©o9® o0 2° g0 90 00

® ©°0o o0 00 00

e 0oe¢e oo

Fig. 4

Existe, finalmente, un tercer material consistente en diez pe-
quenos carteles separados, sobre cada uno de los cuales aparece es-
crita una cifra respectivamente, o sea :

T

v 45 pequenos objetos separados que pueden ser pequefios marcos
do color o pequeflos juguetes iguales, como mufiequitas, pequefias
bolas, etc.

Iil ejercicio consiste en colocar primeramente los carteles—que
ostan mezelados—segin el orden normal de sucesién y después si-
fur al pie de cada cifra, los objetos, en la cantidad correspondiente.
I'ste ejercicio es una comprobacién total de lo aprendido, es decir,
VeI &I se conocen las cifras en su serie numérica v en la cantidad
(ue representan. Para colocar un nueve concepto al alcance del
o, conviene colocar en doble fila los objetos, lo cual es posible
solnmente, en los ntmeros pares, mientras en los impares, queda
110 8in compariero y, de este modo, se le proporciona instintivamen-
10 ln nocién de los niimeros pares e impares.

lLon tres ejercicios recuerdan la leccion psicolégica de los tres
llempos (Véase, Pedagogia Cientifica de la misma autora).

Iin electo; en el primer tiempo estd la representacion de la
“onn en si misma (la cantidad y los signos numéricos).

I'n el segundo tiempo, se pide cual es la cantidad correspondiente
I elfra, ;

In el tercer tiempo, se pide tanto la sucesién de los niimeros,
vomo ln eantidad correspondiente a ellos.

0N esto se cierra el periodo preelemental para la Aritmética.
(urn mayores detalles véase la Pedagogia Cientifica precitada).
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LA ARITMETICA EN LA INSTRUCCION ELEMENTAL

SISTEMA DECIMAL

El fundamento, sobre el cual nos basamos para ordenar las can-
tidades numéricas, es el sistema decimal. Su introduccién enfre nos-
otros, que data de los drabes, en la edad media, constituye una faci-
lidad en el célculo, tan sorprendente; que permite contar, incluso
al nifio, grandes cantidades. El céleulo, después, no es sino una ul-
terior abreviacién de la operacién de contar.

Como en toda obra de simplificacién, lo que representa su clave,
es un grado mayor de claridad alcanzado. Simplicidad y claridad,
son, precisamente, las cualidades necesarias para colocar los hechos
al alcance del nifio.

Por esto, el primer paso debe ser : facilitar al nifio la construc-
cién del sistemna decimal en si mismo y no el contar ni calcular, por-
que estas dos cosas, se consiguen con los faciles mecanismos que
ofrece el sistema decimal.

Es evidente, que esto no podria constituir la primera iniciacion
de la aritmética, mas para ello, hubo un periodo preparatorio, en el
cual el nifio, ha contado y calculado dentro de la primera decena y
ha leido v escrito los signos numéricos, Las primeras bases del sis-
tema decimal le fueron proporcionadas en el periodo preelemental,
al contar las cantidades dentro de la primera decena, y al comprobar
que los signos que las representaban eran nueve mas el cero. Estos
dos conocimientos son la raiz, el fundamento, de todo el sistema
decimal. La clave del sistema decimal consiste en el juego final, en-
tre el nueve v el diez. Es esta clave la que sitda la organizacion
de las distintas clases de unidades en un cuadro sistemético intere-
santisimo. En efecto, apenas se supera la cantidad nueve de una
unidad. no existen cifras para representar el nuevo grupo y precisa
comenzar de nuevo utilizando la cifra uno, Es en el 10 donde apa-
rece esta dificultad v de ello la necesidad de recurrir a un compo-
nente. Fl 10 no es, sino, tin retorno a contar nuevamente de uno a
nueve. Existe una especie de paso del Rubicén que nos obliga a
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dar un salto decisivo a otra categoria de unidad. Y asi, con nueve
oifras solamente se organiza la agrupacién de las unidades en je-
rarquias sucesivas que pueden repetirse sin limite. El primero de
auda jerarqufa es un uno de mayor dimensién, o lo que es igual, de
mayor valor. ‘

@ 00~ o Ut s o By — D
D00~ Ut s Wy — I
mmq@m*mm_‘d

‘ Las tres lineas verticales de cifras, colocadas bajo las letras
(. D, U. indican jerarquias diversas de unidad. Por ejemplo : uni-
dad simple en_U: decenas en D ; centenas en C. son, sin embargo,
siempre las mismas cifras las que las representan sin otra diferencia
(ue su posicion. Es pues, la posicion jerardrquica de las cifras la que
indica los diversos valores correspondientes, pero, en cuanto al va-
lor nbhsoluto se refiere, es el mismo en las tres posiciones indicadas.
Iixiste, pues, un valor absoluto en el sistema decimal que no varia
von l."] relativo representado por las cifras; se pueden, pues, sumar
los niimeros de la linea C con la misma facilidad que los de la linea
Ll v el contar o el calcular estd siempre limitado entre aquelios pocos
nimeros, es decir, del uno al nueve. En efecto, si se considerasen
los muaestros comoe unidades simples, los directores como decenas v
lon Inspectores como centenas, no se tropezaria con mayor dificultad
parn contar nueve inspectores que para contar nueve maestros. Lo
inleo que los diferencia es su diversa importancia social, pero esto
i i|_|_ﬂuyu en la materialidad de contar de uno a nueve.

Slendo asi, precisa, ante todo, situar las jerarquias y darse cuen-
i exnctn de la importancia, de su «valor», para no sufrir error, para
il cometer la falta de tratar un inspector como simple maestrE» o la
Wirpezn de 'L]jt'lgirse a un maestro como si tuviera las facultades de un
imspector, Todo ello pues, se reduce a dos cosas fundamentales ;
ol ulto (I,' una jerarquia a otra, cuyo secreto estd en el 10 v la exac:
i u|rrt-r!m‘idn de las jerarquias de los nfimeros.

L diversa posicién de los nimeros se denota colocando, sucesi-
viiente, un cero a cada salto jerdrquico ; uno, diez, cientO! indican
puslclones como las seflaladas en las lineas U. C, D. :

Hucer nsequible a los nifios el sistema decimal, por medio de un
merial, es cosa clara y préetica v de una simplicidad, tan evidente
Hie ol wistermn decimal puede convertirse en un juguete propio par.-;
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nifo. Sin embarge, no es un juguete que se le ofrece, sino un ma-
terial exacto de estudio que hard superar todas las dificultades que
encuentran los nifios en las escuelas corrientes, donde se ensena a
contar y calcular sobre la base del sistema decimal, sin proporcionar-
le los conocimientos sobre los cuales aquél se edifica.

EL MATERIAL DEMOSTRATIVO DEL SISTEMA DECIMAL

El material que proporcionamos a los nifios, para hacerles com-
prender el sistema decimal, es triple ; estd compuesto: de objetos,
de cifras numéricas y de palabras.

Los cbjetos son perlas de color.

Por ahora nos ocuparemos, solamente, del que sirve para de-
mostrar practicamente la construccién del sistema decimal.

Consiste en perlas sueltas y ademds en pequefios bastones de
diez perlas, enfiladas y fijas sobre un alambre.

.i@! = i
e s T S
i o il

- e
I
Fig. 5
Material del Sistema Decimal

(elementos)

Ademds existen los cuadrados de perlas construidos con diez
bastones de los anteriores, unidos entre si y formando un solo obje-
to, que es un «cuadrado de diezn o sean cien perlas. Y finalmente,
un cubo construido colocando uno sobre otro, diez de los cuadrados
anteriores, convenientemente ligados y constituyende un solo ub-
jeto (fig. 6). Se da un solo cubo de perlas como punto de llegada y
limite del sistemsa. :

De cada uno de los objetos indicados en los primeros fres grados,
existen en ndmero de cincuenta y cinco que es, precisamente, la
suma de las unidades contenidas en la serie numérica de uno a nueve,
El material se dispone del modo siguiente (fig, 7).

Unido al material de perlas estd el de cifras. Este consiste en una
serie de carteles, cuyas dimensiones, son proporcionadas a la jerarquia
de los nameros, y para las varias jerarquias, tienen los niimeros dis-
tintos colores. Los pequefios carteles para las nueve unidades son igua-
les entre si e idénticos en un todo a los usados en la primera numera-
cién (en la que se utilizaban los bastomes de madera) ; los carteles
para las nueve decenas, en cambio, tienen doble anchura, perque
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Fig. 6
Exposicion del Sistema Decimal en su totalidad
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Ifig, 7

Ejemplo de composicién de un nfmero : 058, utilizando
los componentes del gran cuadro del Sistema Decimal

necesitan espacio para contener el cero; los de las centenas tienen
triple anchura que los de las unidades, para dejar espacio para dos
ceros, y finalmente, el millar, necesitando espacio para tres ceros
tiene cuatro veces la anchura de los de las unidades (cuadros A-B
pdg. 25),

Los dos materiales, es decir, las perlas del sistema decimal ¥
los carteles, se prestan a combinaciones ficiles y claras que ofrecen
la posibilidad de un trabajo riquisimo en ejercicios v por ello a un lar-
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g0 estudio, Se explica como, una vez despertado el interés, el sis-
lomn decimal presentado en esta forma se convierta en fuente de
actividad,

lno de los ejercicios mds sencillos es el de componer separada-
iente cuadros portétiles, colocando en fila las cantidades de la misma
[rarquia y los nimeros correspondientes de los carteles, segtin indica
Iy flgura 6, que los presenta todos en un conjunto.

L composicién de estos cuadrados presenta la misma facilidad,
Y se trate de perlas sueltas, de bastones o de cuadrados. Y cuando
A6 Bepa contar de uno a nueve, es igualmente facil disponer uno de-
bujo del otro los carteles, tengan o no las cifras igual nimero de
Celan 0 continuacion,

lLos nifos, pues, realizando ejercicios andlogos en un todo a los
Vil expresados en el periodo preescoldstico, cuentan indistintamente
unldades, decenas, centenas o millares. Es decir, que esta operacién
i vontar no tiene dificultades diversas y sucesivas a medida que las
dintidades son mayores, sino que todo se aprende de un modo simul-
tneo y uniforme,

COMPOSICION DE LOS GRANDES NUMEROS

U segundo ejercicio consiste en la composicion de los grandes
Nimeros, Precisa para esto, exponer el material en forma que repro-
diisen la idea del sistema decimal, no la asociacién de niimeros con
nhijelon correspondientes como en el cuadro 6.

No se trata de «contary utilizando un sistema cualquiera, si no
e, lo que se pretende, es representar la idea de que para cada
ISrnrquin, existen tinicamente nueve unidades, lo cual, no puede ser
Iepresentado con las cifras [, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, porque sola-
Hiente se trata de wnidades y seria preciso escribir filas de uno.
"ro puede ser representado con los objetos, con la siguiente dis-
posdiion
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En cambio, usando la serie de cifras, se indican las sucesivas
digrupaciones desde el 1 al 9, ya sea con los carteles superpuestos,
[A) o bien, separados (B), como indica la siguiente figura,

B
(A) s =i ~
[1]i]1] [tooo]| [1o00] [to] [1
o R B 200 L R
3lal3 300 30| [3]
444 400 40 (4|
555 50004 |50 [5]
666 600 6 0 6
G s 700 70| [7]
s[8]8 80O 80 8
9lolo 900 90| [9]

Dada esta separacién entre cifras y objetos, se puede proceder
I una asociacion entre si, demostrando que cualquier ndmero, (en
nuestro caso del 1 al 1999) se puede componer con el limitado nt-
mero de objetos expuestos en el cuadro 8. Con ello se demuestra
ln clave compleja del sistema decimal.

Enunciamos un ndmero, por ejemplo, nuevecientos cincuenta y
ucho, Este se puede componer sacando del cuadro del sistema decimal
lus cantidades correspondientes ; o sea

) cuadrados de perlas (ciento)

5 bastones (diez)

8 perlas sueltas que se encuentran alineadas en la octava linea
el cuadro de las unidades simples.

Por lo que se refiere a los carteles de los nimeros correspon-
dlentes, la seleccion es afin mas sencilla.

S se superponen después los carteles, de modo que cada nfi-
mero ocupe el lugar que le corresponde, es decir ; que el cincuenta
cihra los dos ceros de la centena y el ocho el de la decena, resul-
i el nimero siguiente :

\
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068 que se descompone en 900
50
8

de una manera clara, se lleva a cabo la des-
composicion de los grandes nimeros, tanto por lo que se refiere a
las cantidades efectivas con los relativos agrupamientos de unidades
seglin el sistema decimal, como por lo que se refiere a los simbolos
numeéricos que representan. Los nimeros, despucs, se descomponen
distinguiendo los millares, las centenas, las decenas y las unidades
y asf resalta el hecho de que cada gran nimero €s una suma de gru-
pos, representado cada uno por las cifras que estin una junto a

ofra.

He aqui pues, cémo,

I'ig, 8
Composicién del nimero 1235

Viéase el niimero: 1235 representado por el material (fig. 8) ¥
por los carteles (fig. 9).

21010
5

Es la posibilidad de llegar
jor, de comenzar por los grande

Tig. o

pronto a los grandes nameros, o me-
s nfimeros, lo que despierta un inten-
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so interés, El poderlos componer y analizar, moviendo los objetos,
incita a la repeticion del fascinador ejercicio.

El sistema decimal, presentado en su conjunto, es una especie de
red fundamental sobre la que se desarrollan, poco a poco, las par-
ticularidades que aclaran y facilitan cada vez mds su estudio. De
igual modo que quien debe llevar a cabo un fino bordado comienza
por el dibujo en su conjunto y después va rellenando con los detalles.

El estudio de los detalles puede ser hecho simultineamente. No
precisa una sistematizacién ; lo fnico necesario es estudiar «todosn»
los detalles. Asi, volviendo al mismo ejemplo, quien ejecuta un borda-
do, dibujado en su conjunto, puede principiar por donde le parezca
mis conveniente ; comenzando por una parte y siguiendo después por
otra que no esté ligada con aquélla, Andlogamente, los ejercicios
de detalle que se refieren al sistema decimal, pueden llevarse a ca-
bo simultdneamente, sin necesidad de precedencia, porque estdn
guiados por un conjunto preestablecido.

Los ejercicios que se Ilevan a cabo paralelamente se llaman ejer-
cicios paralelos,

RJERCICIOS PARALELOS

Se llaman pues, ejercicios paralelos, los que pudiendo desarro-
llarse simultdneamente se refieren a detalles de un mismo conoci-
miento fundamental o aspectos diversos, bajo los cuales, los mismos
detnlles pueden considerarse. El ejercicio debe tener siempre una
finalidad determinada en si mismo, para que logre ser interesante.
Fllo sirve, no s6lo para profundizar los conocimientos, sino para
hncerlos mas claros, mientras que los detalles aprendidos fuera del
conjunto a que se refieren, servirian los mds de las veces para en-
turbiar la visién de ese conjunto.

El paso de una a otra decena.—Uno de los ejercicios paralelos
vonsiste en ilustrar los pasos de una decena a otra. El material de
porlas adaptado a este ejercicio representa fandlogamente a lo que
representaban los bastones) los grupos de las unidades de uno a nue-
ve, reunidos en un conjunto indisoluble, Hay pues, pequefios bas-
fones de dos perlas, de 3, 4, 5, 6, 7, 8, v 9 respectivamente, en-
filadas en un alambre que reune el grupo, Ademds, los nfimeros
onlin representados por perlas de diversos colores ; rojo, el uno, ver-
dp el dos, negro el tres, amarillo el cuatro, azul el cinco, marrén
ol neis, blanco el siete, morado el ocho, azul oscuro el nueve y ana-
tinjado el diez. De ese modo todas estas perlas tienen una aparien-
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cin distinta de los pequeiios bastones de las decenas, que son todos
de color anaranjado y que se utilizaron para construir el gran cuadro
del sistema decimal donde, no los colores, sino la forma de agrupar-
se (punto, linea, cuadrado, cubo), constituyen el medio de distincion.

10+ 1=

&
® 1Q+2= DD -

o0 10+5=

Sbooc 10+4=

h

:
3
;
%
g
3
:
3
_%
! 53 :
3 10 + 5=
$

¥

.l._ll10'+5 =

3
@
@
)
;
@ Fig 11 (a

abiE

T lo=

Fig. 11
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El primer ejercicio consiste en la construccién del cuadre, que
comprende las combinaciones de la decena con los varios grupos de
unidades ; es decir, junto a los pequefios bastones de decenas, co-
locados uno debajo del otro se colocan, primero la perla de la uni-
dad y después, la serie de los pequefios bastones inferiores a diez
en su sucesién natural.

Aqui se ve claramente que mds alld del nueve no hay combi-
nacion posible entre la decena y los grupos de las unidades ; pero
comienzan a acumularse sobre la decena y entonces hay que con-
¢luir colocando dos bastones anaranjados, uno junto a otro.

Un ejercicio equivalente se lleva a cabo con las cifras. El ma-
terial consta de una serie de nueve dieces escritos uno debajo del
otro dentro de un marco (fig. 12 (a): en el fondo queda un espa-
cio vacio. Anexos a este cuadro existen una serie de pequefios car-
tones suficientes para cubrir el cero de los dieces, que se pueden
colocar dentro del marco, introduciéndolos a través de un lado de éste
(que presenta una hendidura ad-hoe. Existe, ademds, un cartel don-
de estd escrito el niimero veinte. Se coloca el cartel del uno sobre el
cero del primer diez, el del dos sobre el cero del segundo, etc., has-
ta que cubierto con un nueve el dltimo cero, no existe otra cifra
para combinar con el diez. A partir de aquel instante, s6lo procede
un cambio total. El espacio vacio ha de cubrirse precisamente con
¢l veinte, '

Se ha pasado a otro grupo de decenas.

11
12
13
14
15

16
17

18
19

20

OO OOOOO
o

Fig. 12 Fig. 12 (a
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LAS PALABRAS

Al anterior ejercicio hay que asociar el conocimiento 'qe las pa-
labras. La mdxima dificultad de los términos es la relacion a este
grupo de paso del diez al veinte, porque la composicién de las pa-
labras que se refieren a la decena y a las unidades que a ella se unen,
oculta los términos componentes haciendo en la fusion palabras nue-
vas. Por ello. esta parte puede ser ensefiada de memoria, vfahendose
de ejercicios de composicién de palabras rea!izadas por medio de pe-
quefios carteles en que la silaba ce estd siempre compuesta en el
mismo color, mientras que las otras partes de la palabra (que indi-
can el grupo de unidades (ue estd asociado a la d-?cena) estd com-
puesta con color diverso. Esto hasta el ntimero quince, pues a par-
tir del diez y seis se invierten los términos.

De este modo tendremos :

rojo negro negro rojo
on = ce diez — y — seis
do —_ ce diez — y — siete
tre — ce diez — y — ocho
cator — ce diez — y — nueve
quin — ce

A la serie sigue el veinte, palabra que se diferencia en absolu-

to de las que le preceden en la numeracién, A continuacion del nue-

ve, pues, también las palabras demuestran que el paso gradual ha
concluido v se entra en un nuevo grupo.

Otros ejercicios.—Otro ejercicio andloge es el que puede lle-
varse a cabo dejando fija la misma decena y sustituyendo junto a

? 10 1

Fig 13
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ella los grupos sucesivos de las unidades. Este ejercicio puede rea-
lizarse con las perlas y también con el sistema de los bastones. En
todo caso y para hacerlo interesante precisa el que se le acompafie
de los carteles. Se usa para ello una parte de los carteles que pue-
den superponerse, es decir, el diez y todos los carteles de las uni-
dades, desde la unidad hasta nueve. Cada sustitucién de la canti-
dad estd acompafiada de la correspondiente sustitucion de las cifras.

Se coloca, pues, una perla encarnada junto a un pequefio bastén
de diez, mientras en el cartel del diez el cero se cubre con el cartel
del uno y, de ese modo, se siguen efectuando las simultdneas agre-
gaciones y sustituciones; es decir, permaneciendo fijo el bastén de
diez se cambia la perla del uno con la pequefia asta del dos, mien-
tras por otra parte, sin tocar el cartel del diez, viene a cubrir el
cero el cartel del dos, v asi se procede uniformemente hasta el

ueve ﬂ IE
02

Fig. 14

[tro] [9]
9]

|

Fig. 15

Al llegar a dicho limite no se puede continuar del mismo modo,
porque el pequefio bastén o asta siguiente al de nueve, no es sino
una nueva decena que se coloca junto a la primera y en cuanto
n los carteles, precisa dar de lado a los usados hasta entonces, para
huscar el de 20, :

~ Todos los ejercicios anteriores refuerzan el concepto clave del
sistema decimal que actiia scbre el punto de paso de una decena 2
olra, del nueve al diez. Después del nueve el puente ha concluide :
en la nueva decena que comienza.
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Ie agui un material, todo de cifras (fig. 17) que sirve, precisa-
mente, para probar una y otra vez el mismo hecho. Constta de dos
marcos iguales como indica la figura; la separacion en dos partes
estd hecha para hacer mds visible toda la serie y también para ma-

3
i P 9
20
Yoo
- b
2
g » g 9.
Fig. 16 Fig. 17

nejar con mas facilidad el material, En un marco estin dibujadas
las cinco primeras decenas, o sea los ndmeros 10, 20, 30, 40, 50 y
en el otro las cuatro decenas sucesivas, 60, 70, 80, 90. Acompaiia
al material de marcos la serie de los nueve pequefios carteles que
llevan las cifras de las unidades. Estos se pueden hacer resbalar
dentro del marco para cubrir el cero. El ejercicio consiste en con-
tar, sustituyendo las nueve cifras de los pequeiios carteles, segdn
el orden material numérico, sobre el cero del diez para formar sur
cesivamenie los numeros

198 G bz e e S s Bl Ha i e

Al llegar a este punto precisa formar el veinte y comienza de
nuevo en la misma forma para componer sucesivamente los ndme-
TOS

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 y asi sucesivamen-

te hasta el fin.

Son siempre los mismos pequefios carteles los que sirven de
puente entre el 10 y el 20, como entre el 20 y el 30, como entre el
80 y el 90. Cuando se llega al noventa y nueve no es posible con-
tinuar con el material, Los cuadros son demasiade estrechos y el nfi-
mero siguiente—el 100—constando de tres cifras no cabria. Aque-
lla uniidad que falta y que nos hace detener es una clave mas impor-
tante que la que nos permitia dltimamente el paso de una a otra
decena. Aqui se frata también de un simple wuno, pero esta unidad
no hace saltar, de una en una, las decenas, sino que lleva consigo
una entera jerarquia que requiere para si mayor espacio. Es el paso
de las decenas a las centenas,
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Las decenas que se siguen una a otra son las que guian. Y tam-
bién las palabras demuestran ; diez, veinte, treinta, cuarenta, cin-
cuenta, sesenta, setenta, ochenta y noventa, En cambio, los puntos
de paso—salvo entre las dos primeras decenas, que por ello han
exigido un estudio aparte—se distinguen con palabras uniformes co-
rrespondientes a la unién sucesiva de las nueve unidades junto a
cada decena ; veintiuno, veintidds, veintitrés, veinticuatro, veinticin-
co, etc. Y asi se repite sucesivamente para cada nueva decena, jus-
tamente como sucede para la sustitucion de los nueve pequefnios car-
teles ; cuarenta y cinco, cuarenta y seis, cudrenta y siete, ochenta y
tres, ochenta y seis, Una verdadera suma de palabras.

Los precitados ejercicios aclaran y facilitan, pues, no sélo la
comprensién del sistema decimal, sino también el mecanisme de con-
tar, el cual, debe hacerse sobre la base del gran cuadro del sistema
decimal mostrado al principio, y los pasos, no son sino detalles, puen-
tes uniformes que van de uno a otro grupo. Es la serie del uno al
nueve que actda y una vez estudiado el mecanismo no hay méds que
repetirlo ; los grupos jerdrquicos que representan el fundamento y
la guia de la numeracién deben, por ello, ser estudiados antes y en
si mismos. Entonces, la operacién de contar serd cosa sencilla e in-
confundible.

En cambio, en las escuelas corrientes se ensefia a contar lineal-
mente, sin poner de relieve los puntos fundamentales y haciendo os-
curo y fatigoso dicho ejercicio. Se dice, por ejemplo : «Tal nifio cuen-
ta ya hasta cuarenta y cinco, este otro, en cambio, no pasa de trein-
ta y dos. Acaso a fin de afio podra llegar hasta el cienton.

El avance es lento y penoso, el camino es dificil como para quien
sigue de noche un estrecho sendero de montafia, En cambio, la vi-
sion del sistema en conjunto, separada de los «puentes de pason da
la impresion de mandar un ejéreito disciplinado en una llanura ilu-
minada por el sol.

Contar linealmente es un ejercicio paralelo.—Contar linealmen-
te es interesante sélo para la inteligencia que posee ya el cuadro
dirigente del grupo de las jerarquias decimales. S

Partamos de los puntos fundamentales de las jerarquias consi-
derando las unidades que dominan las series del sistema ; uno, diez,
ciento, mil.

Para el uno, tenemos una de las perlas de color anaranjado ; para
¢l diez un pequefio bastén de perlas; para el ciento, un cuadrado
construido con diez pequefios bastones de perlas, y para el mil, el cu-
ho construido con diez cuadrados,

Descomposicién lineal del cuadrado. La cadena del ciento. —
5i en vez de tener las decenas unidas en un cuadrado, las soltamos,
conservindolas unidas solamente por las extremidades, obtendremos
una cadena de cien perlas subdividida en decenas, es decir, en pe-
quenos bastones que se suceden,
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La cadena del ciento impresiona por su longitud mas que el cua-
drado por su superficie, Aquella representa e_l -c_arnino de las unida-
des que van, a través de las decenas, a constituir la centena.

Las unidades pueden contarse una a4 ung, eFectuér}d-ose de este
modo la numeracién lineal ; uno, dos, tres... nueve, diez, once, do-
ce... itreinta y ocho, treinta y nueve, cuarenta, cuarenta y uno...
noventa y nueve, ciento, )

Es evidente que, conocida la clave de los «pasosy no existe ma-
yor dificultad para contar entre el noyenta v ciento que entre el trein-
ta v el cuarenta.

i w,-»_-.tv.—«--b—w“"\-h-_l-""-—\"'“'“
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Fig. 18
La descomposicion lineal del cubo. La cadena del millar, — EIl

cubo de mil perlas puede descomponerse en diez cuadrados y cada
uno de éstos en diez bastones de diez perlas cada uno. Dejando éstos
unidos por las extremidades solamente, resulta una cadena larguisi-
ma que da una impresién de la cantidad——el millar—m4ds exacta que
el cubo. Especialmente, si se compara es‘a cadena del millar con la
de la centena se ve, claramente, la diferencia entre el cuadrado y el
cubo. -

Doblando diez veces la cadena del millar y estableciendo el pa-
rangon con las decenas, resulta la apariencia de diez cuadrados. Si
en la proximidad se coloca la cadena del ciento, se ve c6mo, a cada
bastoncillo de ciento, corresponde un cuadrado en el mil.

La reaccién sorprendente de los nifios ante este material, es, su
constancia en contar exactamente unidad por unidad la cadena del
millar, Siendo demasiado larga la operacién para realizarla de una

Fig. 19 (1
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vez, los nifios la interrumpen, pero no la abandonan.

ey 0y o oy @ Bl mismo dia, o al siguiente, reanudan la operacién a
F 0P partir del lugar en que habian quedado y siguen con-
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Fig. 19 (2

tando hasta el fin.

Aquella sucesion de decenas y centenas y la suma
de las unidades, una tras otra, les interesa vivamen-
te. Cuentan y cuentan sin cesar desde uno, dos,
tres... cuarenfa y <inco, cuarenta y seis... trescientos
quince, trescientos diez y seis... hasta novecientos
noventa v nueve, mil ; cogiendo enire sus dedos una
perlas después de otra, como las cuentas de un ro-
sario,

Otros ejercicios . paralelos sobre el sistema decimal.
—Un ejercicio que puede llevarse a cabo paralelamente
al anterior y que sirve para que se hagan casi mecd-
nicamente las pequefias sumas de unidades preparan-
do los nifos para el cdlculo mental, se hace por me-
dio del material de perlas que representa los grupos
numeéricos inferiores a la decena — 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9, — y gue estd constituido por perlas enfila-
das en alambre, ofreciendo c¢ada grupo un color
diverso.

Los pequefios bastones para este ejercicio se usan
en gran cantidad. El mtimero que cada uno de ellos
representa, se sabe contando las perlas en é&] enfiladas
pero, poco a poco, el color ayuda a reconocer la can-
tidad, con lo que se elimina el tener que contar las
perlas una a una, y cada pequefio bastén indica a
simple vista—por su color—el niimero de unidades
que contiene. Esta gran cantidad de pequefios bas-
tones no representa, sino, una mezcla de nueve cifras.

El ejercicio se inicia voniendo en fila una gran
cantidad de estos bastones tomados al azar entre el
grupo; se les alinea bien, sea sobre una mesa larga
o sobre el pavimento y para que no ocupen un espa-
cio excesivo se les dispone en una linea sinuosa que
recuerda el cuerpo de una serpienie.

Se comienza, pues, a contarlos, y apenas se suman
diez unidades, se separan los bastones sumados y se
les sustituye por un bastén de diez, que son como sa-
bemos, de color anaranjado. Después y a partir del
diez se cuenta nuevamente hasta sumar otros diez y
he aqui que otro bastén de color anaranjade viene a
sustituir los bastoncillos sumados que se separan de

Fig. 20
Una nifia cuenta la cadena del millar sobre la mesa, otra
sentada en la silla cuenta la de ciento

Fig. a1
Comprobando el célenlo sobre la cadena
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la figura de serpiente y asi se prosigue hasta el fin, Se
ve, entonces, que el color anaranjado va devorando
aquella fila multicolor y que bastones de igual longi-
tud, todos ellos, van ocupando el lugar de los bas-
tones de distinta longitud. En este caso, el contar ha
consistido en transformar en decenas las cantidades
menores que estdn destinadas a fundirse en el diez,
hase del sistema decimal El ejercicio pues, consiste
en hacer pequefias sumas en torno al diez, porque
cada vez se vuelve a principiar v no se tienen en
cuenta los pequefios bas‘ones de diez que se yan acu-
mulando a lo largo del camino, Es, pues, un trabajo
siempre uniforme que se repite y que concluye por
hacer fdcil, rdpida y mecédnica la suma de cifras infe-
riores a diez. Pero la memorizacién se logra a traves
de un largo trabajo de contar unidades y de compro-
bacién de sumas alrededor del diez, es decir, que
obliga a reflexionar y a realizar una porcién de pe-
quefias operaciones, de sustracciones que deben rea-
lizarse a la par que las sumas, para calcular el exceso
que queda después de constituida la nueva decena.
Es sobre este detalle sobre el que se desarrolla el
ejercicio a través de las variaciones resultantes de los
grupos diversos que se encuentran a lo largo de la linea
de bastones.

Hagamos una descripcién minuciosa de la forma
en que se desarrolla el ejercicio.

Supongamos que la linea comienza con los si-
guientes pequefios bastones: 5 + 6 Fig. 23 (a.
Uno es celeste pdlido y el otro marrén ; la suma es
once. Se separan los dos bastones precitados y se sus-
tituyen por otro 10—color anaranjado—més tna perla
que completa la cantidad comprendida en la suma
5 4+ 6. BEs decir: 5 + 6 = 10 + 1. Este uno per-
tenece al 6 que fué quitado juntamente con el 5. En
efecto: 6 = 5 + 1 y de los dos sumandos, o partes,
el 5 sirve para formar el 10 y el 1 representa el resto.
Es decir: 6 — 5 = 1. Este 1 permanece y debe
contarse después,

Ahora, prosiguiendo, supongamos que los ofros
pequefios bastones que siguen a las precitadas sean
8 v 6 uno de color violeta y otro de color marrén.
La suma que se presenta primeramente es 1 + 8 = 0
(donde el 1 es el resto del dltimo 6). Como el 9 no
llega a hacer precisa la sustitucién, se continta la
sumg 9 + 6 = 15 = 10 + 5. Se ponen pues, apar-
{te el 8, el 6 y el 1 de resto anterior y se substituye el

M total por un bastén de 10 mds uno de 5. Este 5 es el
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resto del 6 que se invirti6 en completar una decena — 6=25, Ii.l
resto, 5, se sumard a los bastones siguientes y se proseguira 1a
pperacion. =

00000 000000 00000000 2000 RY
R 0.0.0.0:0-0,0n00 020 O 0,0.0.0.0.0,0: Ot G0, 0,0, 0,00
2000000000 0000000000 -8 @688

Fig. 23 (a

Estos restos deben ser distintos de los pequefios bastones que
constituyen la linea de la serpiente. Representan lo que materialmente
se puso aparte (ya que el bastén utilizado parcialmente no se_podia
romper) pero que queda atn por contar. Para esta representacion de
restos existe un material complementario que evita toda posibilidad
de confusién, Este material consiste :

.El uno. — Una perla negra.

El dos. — Dos perlas negras.

El tres. — Tres perlas negras.

El cuatro. — Cuatro perlas negras.

El cinco. — Cinco perlas negras.

El seis. —— Cinco perlas negras y una blanca.
El siete. — Cinco perlas negras y dos blancas.

El ocho. — Cinco perlas negras y tres blancas.
El nueve. — Cinco perlas negras y cuatro blancas.

©

e ©

e o o

e o o @

e ©¢ o © o

e © o © o o

e © © ¢ ® ® O

e © 8 o @ ® O O
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Fig. 23 (b
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Esta distribucién en blanco y negro facilita la seleccién de piezas,
que se recononcen a primera vista.

Representemos la continuacién de las operaciones en una fila mas
larga de niimeros : :

5§+6+8+6+2+5
+1+4+4+ 943 + 4
U e e

La figura anterior representa los cambios acaecidos en torno al
10. Las cantidades indicadas fueron sustituidas por decenas (linea
B) mientras entre ambas lineas se ven los restos de los bastones se-
parados, restos que van sumados en los bastones sucesivos. La
suma es 69, es decir: 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 - 9,

Algunas veces, los nifios construyen una aserpienten de gran
longitud, correspondiente g muchas ceéntenas.

Cuando el ejercicio ha concluido se van contando los bastones
de las decenas, poniéndolos wuno junto a otro, verticales, y apenas se
retinen diez bastones, se sustituyen por un cuadrado de cien perlas
y asi se prosigue hasta el fin. La suma total resalta ficilmente del
conjunto de grupos decimales.

Una prueba de la operaci6n realizada, se puede llevar a cabo re-
cogiendo todos los bastones separados y reuniéndolos dos a dos, en
orma, que cada pareja constituya una decena. Por ejemplo: los ni-
meros de lasuma 5 + 6 + 8 + 6 + 2 + 5

1 +4+ 3+ 4+ 7+ 9 se agrupardn en la siguiente forma :

CO~1W0mo
g
_m[\).h_h(ﬂ

Y en cada grupo se verifica su sustitucién por una decena. En este
caso se comprueba una perfecta correspondencia :

10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 9
De este modo se han estudiado todas las descomposiciones del

diez, en los dos grupos componentes, repitiendo lo que ya se habia
hecho con el material de los bastonss
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El ejercicio de la «serpienten obliga a fijar la atencion sobre
la dificultad de contar a través del diez; esta dificultad se repite
constantemente, hace avanzar de un miodo acompasado, mientras se
deja atras la tranquila y uniforme serie de los dieces. Asi se pone
de relieve el mecanismo de contar grupos de unidades en el siste-
ma decimal. En los métodos comunes, cuando Se suman grupos
de unidades que forman acumulaciones de decena, esta acumulacion
pesada y enojosa se arrastra, lo que hace dificil avanzar. En efecto,
cuando en las escuelas corrientes dicen los meastros: «Tal nifio ya
ha llegado a contar hasta cincuentan, indican el peso de las decenas
acumuladas que hizo dificil el proseguir, y el nifio que ha llegado a
contar cincuenta, se repone evidentemente de la fatiga.

En cambio, la dificultad del cdlculo es una sola y es siempre la
misma por grande que sea la magnitud de los cdlculos sucesivos.
Consiste en aquel salto a través del 10 que, como decimos, supone
una labor mental ya que exige la realizacién de aquellas pequefias
sumas y restas que conducen a completar una decena y a obtener
el resto que se agrega a los grupos sucesivos. En cambio; la de-
cenas acumuladas detrds, representan un peso muerto que gravita
solamente sobre la memoria.

Los largos y reiterados ejercicios sobre la «serpienten con-
cluyen por hacer mecédnica la labor mental en torno al 10; poco a
poco desaparece aquel lento trabajo de razonamiento y es sustituido
por un mecanismo mental. En efecto, las leyes de las actividades
razonadoras conducen éstas a salvar aquel trabajo para realizar
otros sucesivos, consignando los conocimientos adgquiridos en el de-
posito de las memorizaciones, Ello representa, entonces, una acumu-
lacién de riqueza, un progreso real. Las nuevas adquisiciones de-
ben pasar primero por el razonamiento y no ir directamente a la me-
moria y a sus mecanisnos.

Cuando se ha alcanzado aquel grado de madurez mecdnica en
el cédleulo de los pasos a través del 10, los demds acumulados que
quedaron atrds pueden ser transportados en su sucesién y de vez en
vez, por la memoria, a través de los pasos que no ofrecen ya obs-
ticulo alguno.

En el ejercicio de la «serpienten los dos trabajos diversos estin
divididos y ello permite una progresién rdapida y sin fatiga que con-
siente obtener grandes resultados., Las decenas que se acumularon
s cuentan después aparte, con placer. porque representan lo fdcil
después de lo dificil y es casi la compensacién de comprobar la pro-
pia riqueza después del trabajo,

Cuadro de pasos

Ofro material permite estudiar particularmente estos pasos ana-
lizindolos.

Se trata de un cuadro dividido en 19 fajas o listas de 19 cua-
draditos, con una linea vertical oscura de divisién entre el 10° y
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¢l 119 cuadrado, que divide en dos el total. Las subdivisiones estan
sefialadas por ntimeros en la parte superior que, en _corre_spondepcza
de los pequefios cuadrados, van de 1 a 10 a la izquierda de la linea
de division y de 1 a 9 a la derecha. En esta dltima, ademas de log
ntimeros 1, 2, 3... 9, estdn encima de éstos y en correspondencia
con ellos los nimeros 11, 12, 13, 14... 19,

1l2lslalsle|7]s o|10]11[12]13[18|15]16] 17|18

Fig. 25
Ejemplos de adiciones

74 5= 12 54 8 =13
349 =12 S0 =1,
6+9=15 4+7=11
9+ 9 =18

Este cuadro tiene por objeto, hacer ver, claramente, el paso a
través del 10. Le acompafia una serie de listas o fajas de cartén de
la altura de los cuadrados y de la misma longitud, que van del 1 al
9, en las que estdn sefialados pequefios cuadrados t_lel mismo tama-
fio que los del cuadro y una serie de listas de la misma altura y de
longitud respectiva, de 1 a 10 cuadrados, en los cuales, no van mar-
cados éstos.

El uso de este material es el siguiente : Se coloca una de las
fajas o listas sin sefial alguna sobre el cuadro de la izquierda y se
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lee la longitud de la faja observando el nivel que alcanza; ocho,
por ejemplo, Se pone entences a continuacion una de las fajas que
tienen subdivisiones, las cuales se pueden contar ; por ejemplo, 6,
Se ve que esta faja llega, en la otra parte del cuadro al nimero 4, o
leyendo el ntimero superior, al 14. Se observa de este meodo que
la suma 8 + 6 es igual a 14,

La faja 6 queda djvidida en dos partes por la linea oscura del
10, seiialada sobre el cuadro; 2 a un lado y 4 al otrz. El 6 pues,
ha dado 2 para completar el 10 y sélo han penetrado 4 en la se-
gunda decena,

Asi se puede repetir todas las combinaciones posibles y los nifios
entre 5 y 6 afos de edad gustan de escribirlas una a una,

Tablas de cdlculo., — Ejercicios escritos

Es, pues, en torno al diez, donde se acumula el trabajo necesario
para el cdlculo de las sumas. Las sumas parciales de los grupos
pueden quedar dentro de la decena, alcanzada o rebasada, Para com-
pletar el ejercicio, se ofrece un material escrito que conduce a la
memorizacién necesaria para calcular rdpidamente. Una serie de
tablas o cuadros estdn preparados comp en la figura 26. Sobre las
lineas transversales a la izquierda, se debe repetir siempre el mis-
mo niimero que viene sumado con niimeros en serie de uno a nueve ;
a la derecha, se escriben las cifras totales asi obtenidas, Los nimeros
que se suman cada vez, estdn también en la serie de uno a nueve.
En la figura estd el ejemplo de un cuadro llenado con respecto al
niimero 3. Este material de ejercicios escritos, conduce a llevar todas
las sumas que son posibles en torno al diez, y que es necesario ¥
suficiente memorizar.

La tabla T. representa el completo de los ejercicios que se pue-
den llevar a cabo con los carteles. En ella, cada ntmero, desde
uno a nueve, estd sumado con la serie de los niimeros desde uno
hasta nueve.

Observando la tabla T se ve que en cada cuadro existe un total
de 10; mientras 10 es el filtimo total hallado en el primer cuadro
(del uno) es el pentiltimo en el cuadro del dos, antepeniiltimo en
el cuadro de tres, etc., y se convierte en primero en el tltimo
cuadro o sea el del nueve. El 10 estd siempre compuesto de la
unién de dos grupos que se conocieron ya en el material de los
bastones, cuando por desplazamientos se formaban bastenes, todos
ellos, de la longitud de los «dieces».

9+ 1=10
8 +2=10
7+3=10
6+ 4 =10
5+ 5=10
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La continuacién, o sea:

7

4 +6 =10
3+ 7 =10
2+ 8=10
1+ 9 =10

= Bl9 +] =
119+ 3=12
15| 8+

1o es, sino, la inversa de las combinaciones precedentes, luego sélo
quedan aquellas combinaciones que fueron comprobadas con el siste-
ma de los bastones. El hecho de haber bastones rigidos que, se pue-
den desplazar para formar bastones de diez, aclara este hecho y
hace resaltar la diferencia que hay entre nueve combinaciones y el
desplazamiento de las partes de una combinacion ya existente.

Las combinaciones son lo importante ; por ejemplo 3 + 7 = 10.
Si a esto se afade el desplazamiento de los componentes que hace
decir 7 + 3 = 10, resulta siempre 1a misma combinacién bajo otro
aspecto. Algo asf como la misma moneda vista por las dos caras,

Lo que es preciso memorizar es la combinacion. Ahora, toda
combinacién de grupos desiguales es doble, desde el punto de vista
del desplazamiento de los componentes. Este duplicado inverso
se puede eliminar de un cuadro sintético que indique todas las
combinaciones posibles ; lo necesario es suficiente. A dicho fin, en la
tabla S colocaremos, ante todo, los cuadros, de modo que €l diez
de cada uno corresponda sobre la misma linea. Entonces, se hacen
resaltar las combinaciones de grupos que no alcanzan la decena y
que quedan en la parte superior de la fila 10, sobre los grupos que
la superan, los cuales quedan en la inferior y sefialaremos con color
pilido los duplicados eliminables para que resulten las dnicas com-
hinaciones,

En la tabla S. los cuadros dispuestos segun la linea del 10, pre-
sentan un orden general consistente en esto; en toda la linea ho-
rizontal se encuentran totales iguales. Los nueve cuadros relativos
al uno, dos, tres... nueve, presentan inmediatamente encima de diez
todas las sumas iguales a nueve y después sucesivamente, a meedida
que se sube, iguales a ocho, siete, etc,, hasta el dos. Y de este
modo por debajo de diez, el total de las sumas que se encuentran so-
bre la misma linea, son sucesivamente iguales a 11 en la primera
y 12, 13, 14 etc., hasta 18 en las otras. Estas descomposiciones se
—_— - — realizan repetidas veces en sentido inverso, y distinguiendo las re-
, RIS ) s et ; y peticiones—sefialadas con color pélido—se ve que gstas van aumen-
” 0 B S iR el o) tando de nimero del segundo cuadro en adelante, es decir, que se

B8] B+ 1
8|8 +2= pl9+2=11
0|3 +3

+9=16|8+9=1IT7T|9+ 9% =18

74+6=13|8+6=14(9+6=15
T+ T=14[8+7

74+5=12|8+5=13|9 +5
7

jo|7+ 4=11|8+4=12 9 +4 =13

= BT £ 2
= 0|7+3
13
i ]

B+ 8=14|7 +8=15|8B+8=16|9+8=17

6+ 4
6+ 6= 12

6l 6+ 1=
7|6+ 2
Bl6+ 3

It

2

5+5=10]6+5=1
5+ 7=1216+7
(Tabla T)

9
12|5+ 8= 13

5 +
6 |5+ 2
Sl A
8|5+ 4
10 5+ 6

Fig. 27

5|4 +2=
433
714 +4
4+ 8

6

914+ 6
=104 + 7= 11

3+ 5= Bi4+5

913+ 7

413+ 2
613+ 4

v 7=

2+ 3= 513+3

2

7
T2y Go= B 36
8

3lz+z2
512+ 4
6l2+5

4

Il
1=

1

v 2=
3=
4=
5
6 =

V.
1+0=gglz+8=T13+9=12[4+8=13]5-9=14 ¢ +9

1 -8=9|2+8= |3 +8=1

I
g
.|
|
I
i
1

encuentra una en el cuadro del dos, dos en el del ires, etc., y ocho
en la relativa al nueve.

La iniciacién de las combinaciones diversas comienza en cada
cuadro por la repeticicon del mismo ntimero: 2 + 2, 3 + 3,4 + 4
ete., v éstas contindan en sentido vertical hacia abajo. Todas las
combinaciones precedentes se encuentran retrocediendo en la linea

Fig. 26

|

Az
3+ 3
F o =
= e e
3+ 6=
3+ 1 =
D=
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diagonal, pasando de este modo, a través de todos los cuadros, hasta
¢l primero. Por ejemplo :

9

8
9

12
13
14
5
&
18

1
1

- -

0+ 8=18

tesm e mmEmse &0 7
7 PSS W fr g
+ o+ o+ o+
(oo = =M (=T = (=Rl (==

| Lt St S

8 =
g =

-+

B b L]

— o Wkt~ @

+

mientras, en la linea central, por encima de la duplicacion, se en-
cuentran las combinaciones repetidas en sentido inverso (sefaladas
con color palido) 9 + 9, 9 + 8,9+ 7,9 + 6,9 +5, 9 + 4,
9 + 3,9+ 2, 9+ 1. Si se eliminan del cuadre S las combina-
ciones duplicadas, resulta un cuadro simplificado conteniendo todas
las combinaciones posibles, que se puede leer y estudiar como se
hace con la tabla pitagérica para las multiplicaciones. A la derecha
se encuentra la lista de todos los totales del 2 al 18 y en corres-
pondencia con ellos se observan en linea horizontal las relativas des-
composiciones en dos nameros. Leyendo las sumas que se encuen-
tran, no sobre la misma linea horizontal, sino sobre la columna, su-
cede que éstas comienzan siempre por un ndmero sumado consigo
mismo. Asi, por ejemplo, si consideramos la columna 4 + 4, en la
columna precedente y en la linea inmediatamente superior se en~
cuentrg 3 + 4 = T que se puede leer 4 + 3 = 7. Y en la sucesiva
columna a la izquierda .y en la linea superior se halla 2 + 4 = 6,
que se lee 4 + 2 = 6. Lo mismo se puede hacer con todos los ni-
meros procediendo diagonalmente de derecha a izquierda.

Sumando los de izquierda a derecha, se procede asi: sean por
ejemplo, las sumas relativas al tres. Se parte del 1 + 3 de la pri-
mera columna y se prosigue diagonalmente hacia la derecha de
columna en columna bajando siempre una linea: 2 + 3, 3 + 3.
Llegados a 3 + 3 se concluye ¢l camino diagonal y se continda
verticalmente sobre la misma columna,

e T

1216 = 6 =
1316 = 7 = 13
1416 + B

6
(Tabla S)

28

5+ 9
Fig,

1) i o i

10]5 + 5
J1f5 + 6
13]5 + B

4
5 =
b

4 =

7= 102 + 6
- 8= 114
3+0=12% 5 8=12|5 + 7
44 g

R R e e
103 -

8 =

s awe- scmmcenensscmn e s mesmPFIOLE B R LIRS S e AR mfe e
-9 = 1113

i mamm s E e s EEE EEmE T EmEmE T EE e R EEEme =W R E ==

=3r

=3

=4l >

=512+ 3
el et e e e | S e e e e ot

3
9
1012 +

I
3
q
1 + 8=7

2
[ gt s Ul

1+ 2
1+ 4

]
1
1
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TABLAS CORRELATIVAS

Anotamos, una al lado de la otra, las filas verticales resultantes

que dan la suma de la tabla T, fig. 27.

A primera vista parece un ejercicio excesivamente fécil, y sin
utilidad alguna, pero, en realidad, constituye uno de aquellos tra-
bajos infantiles que requieren, no sélo paciencia, sino espiritu de
ordenacion,

20 S A %08 70 Bl 9 oI
B3 ko5 0 6anhnaa Be 0L 1OLaT]
S L S i b e
B0l a0 b IO 2T
R o e A s
T e e P Y AT
BE 90, 1l. 12 13 |40 1506
TG 2 S A SR 6N
00 [0 12, 18 14 15 16, .07 13

Constriiyase, pues, un marco que contenga la serie de nameros,
desde el | al 9 tomando O para el dngulo. :

ol1 ]2 |3 |4 |5 |87 |8 |9
0] I S I O (e e R )
21 3| 4586l 72| 8| 9| 10] 11
200 [ T L 0 A T e T A
O O S 5 ) e I e il
S I 2 I e e e S e el s
61 71 8| ol1o0[ 11 el 13] 1415
78 8l oliel 1] 12|13 14] 15)16
81 ol 10|11 [12]13] 14| 15]~16 [ 17
olso|t1 [12]13|14]15] 16] 17118
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Se obtiene asi, un cuadro correlativo de las sumas que se pue-
den consultar, leyéndolo, como se leen las tables pitagéricas: ejem-
plo 8 + 5 = 13.

Las dos lineas directrices del marco, recuerdan el orden de la
primera serie de los ndmeros dada a los parvulos de cuatro afios
de edad: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. (Esta disposicién de los
ceros, se debe al discipulo holandés E. Vogel), se hallardn sobre
la diagonal el doble de los ntdmeros del marco, y fuera de ella, no
hay mds que la repeticién geométrica de las sumas que ocupan la
primera mitad.

Por lo tanto, no es necesario aprender de memoria mds que la
mitad de la tabla, esto es, 45 combinaciones.

La tabla puede reducirse asf: en ésta los ndmeros terminan en
su duplicacién ; se ven, pues, los niimeros iguales dispuestos sobre
N dngulos que cortar en sentido contrario a los de los dobles (Tabla Z).

Para poder leer esta tabla, se lee a la derecha hasta el doble
del niimero del cual se parte, v si el resultado sobrepasa (esto es, si
el nidmero que se suma es mayor que aquel que forma la base del
cual se parte) se contintia en sentido vertical hasta el nivel del otro
ntimero. Ejemplo: 4 + 7, si va hasta el doble de 4 (4 x 2 = 8)
se desciende verticalmente hasta la linea 7/ ; la suma es 11.

Si se desea sumar 5 + 8, se parte del doble de 5 (5 x 2 = 10)
y después se desciende verticalmente hasta la fila 8, el nimero
hallado es 13.

Efectuando muchas sumas, se halla, que los resultados son siem-
pre niimeros que se encuentran sobre la diagonal ntimeros pares, o in-
mediatamente debajo, ndmeros impares. Estas dos filas de ndmeros
son, por esta razén, suficientes para indicar todos los totales de
lns sumas hasta el 20 (Tabla Y).

2 3 _,4 5 6 7 ’8 9 10

"' —/ ,” o 4 =
S5 s LAS et PAE e et SR T LT
iz iz e et el e
Eallig e’ e T e e e
AT ES LA e e e
A WA R N A
Ly TR R 10 S e e ()
6 7| 8] of rof 11 12 _"'1_,—‘“(."1,/':,17
7 8] olxo| xxfxa[13lmal.-" .-~ .-~ 18
8 ql1o|xx| 12|33 ]1a]as]i6] ...~
Q|10 [11 12| 13 |14 | 15 | 16 | 17 | 18

Tabla Z
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Sea la suma: 5 + 8. Se sigue horizontalmente hasta encontrar
Jos respectivos ntimeros dobles: 10 -16 ; se avanza sobre la diago-
nal, en sentido contrario en las casillas sucesivas, llegando a 12-14
La suma se halla en la casilla que hay entre 12-14, en los nimeros
impares : 13.

Sea la suma 3 - 7. Junto a la doble 6 + 14 se avanza eo
sentido contrario, y sobre la diagonal, se encuentra una casilla : 10,
esta vez el total, por ser nimero par, se halla, precisamerte, sobre
la diagonal misma. | :

Sea 3 + 0. Avanzando entre 6-18, se une 4 su Unico numero
sobre la diagonal 13.

Este ejercicio, transforma la suma de dos ntimeros, en la «me-
dian de sus dobles, 2B

Dos pequefios bastoncillos que se separan, dan al ejercicio el
aspecto de un juego.
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RESUMEN

El primer grupo de ejercicios paralelos sobre el sistema deci-
mal tiene, como finalidad principal, la de ilustrar el paso del 9 al
10, es decir, el puente que se encuentra entre dos jerarquias su-
cesivas de nimeros. El hecho de contar, que es siempre igual y li-
mitado del uno al nueve en todas las jerarquias de los niimeros, se
diferencia por la posicién diversa que determinan las mismas jerar-
guias. Proporciona, ademds, una idea sensible de las relaciones
cuantitativas entre los diversos tipos de estas jerarquias, es decir,
entre la unidad, la decena, la centena y el millar, representindoles
antes en forma geométrica -

punto ——— una perla aislada.

linea ——— el baston de diez perlas.
cuadrado — constituido por diez bastones.
cubo ——— formado por diez cuadrados.

Y en forma lineal tenemos igualmente :
la perla

el baston de diez

la cadena de ciento

ln cadena de mil.

Las operaciones aritméticas con grandes nimeros

(Cada ntimero mayor que 1 representa en si mismo una suma
de unidad, y existiendo agrupamientos de unidades, un niimero pue-
de considerarse una suma de sus grupos componentes :

es, 35
453 :

0 sea:
1276 :

Il hecho de acumular cantidades es verdaderamente cosa sen-
cilllsima, Consiste en reunir cosas separadas. Esto se podria reali-
pir con objetos cualesquiera. Pero si se acumulan cantidades numé-
rlens ngrupadas segiin el sistema decimal, entonces aquellas obede-
ven p la particularidad consistente en la rigida separacién de las je-
pnrquias v en el hecho de que 9 unidades, sea cualquiera la jerar-
(uls 0 que pertenezcan, pueden estar juntas, pero si se agrega otra
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todavia, sobreviene una sintesis, en virtud de la cual, se forma otra
unidad de grado superior. Acumular cantidades numéricas (segin el
sisterna decimal) no es, pues, colocar platos unos sobre otros ni lle-
nar un cesto de fruta Las cantidades numeéricas tienen en si una
especie de fermento vital, una fuerza que las obliga a entrar en la
forma del sistema (materializacion de la abstraccion numérica en el
sistema decimal). Se podria pensar en la p6lvora seca puesta en con-
tacto con polvora encendida ; de su reunién no resulta un aumento,
sino una deflagracién, o sea, una transformacién. Cuando se trata

2 29

DSuma 35 Suma 453
Fig. 28 (r Hig. 28 (2

de cantidades numéricas existe una disposicién preestablecida, una
especie de disciplina rigida que dispone la acumulacién segin una
ley.

Lo que caracteriza, pues, una opetacion aritmética, la suma por
ejemplo, no es el hecho de acumular cantidades, sino la disposicion
de las distintas unidades segtin el sistema decimal. No hay pues nada
que aprender en lo que a las operaciones en si mismas se refiere,
cuando al sistema decimal se le da todo aquello que realmente le
pertenece,

cubos cuadrados bastones perlas

:I:I e0oeo o @

Fig, 28 (3

Las operaciones consisten en acumular cosas desiguales o acu-
mular cosas iguales ;

o.en separar de un conjunto alguna de sus partes

o en distribuirlo por partes iguales,

He aqui lo que son las operaciones. Lo que sucede después en
la intimidad de los niimeros, se refiere al sistema decimal y no a la
operacion.

Y en el sistema decimal zqué sucede?

Esto simplemente. Estd prohibida la agrupacién de mds de nue-
ve ciudadanos, al sobrevenir el décime surge un nueve personaje.
Es el paso del nueve al diez.
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Vamos, pues, a la suma de grandes nameros. Hay cubos, cuadra-
dos, bastones y perlas sueltas, Todo esto, entremezclado, se halla en
poder de varias personds ; varias alumnas de la clase, supongamos.

Andrea tiene 2 cubos, 4 cuadrados, 5 bastones y 6 perlas,

Margarita tiene 1 cubo, 8 cuadrados, 9 bastones y 3 perlas.

Sefia tiene 3 cubos, 4 bastones v 7 perlas.

«Pues bien, hijas mias, haced el favor de depositar en mi me-
sa todos estos objetosy.

Vienen las discipulas y dejan, en montén, sobre mi mesa, cu-
hos, bastones, cuadrados y perlas.

Asi ha tenido lugar una suma.

Esta es la caracteristica de la suma ; la acumulacién de cantida-
des desiguales.

En efecto, Andrea tiene 2 cubos, 4 cuadrados, 5 bastones y 6
perlas ; lo que constituye el ndmero 2456.

Margarita tiene | cubo, 8 cuadrados, 9 bastones y 3 perlas; o
sea, 1893,

Y Sofia tiene 3 cubos, 6 cuadrados, 4 bastones vy 7 perlas o
sea : 3647.

150 @ @ D l:l l:! D ||||Joooooo
e DOoOooaoooiiiees
1 e i g ey

U0 7 9 0 6
g, 29

Han aportado pues, las tres alumnas, cantidades diversas.

Ahora vo. sobre esta acumulacién de objetos, que representa
eleciivamente la suma de las cantidades dichas, opero, ordendndolas
neptin el sistema decimial.

Antes que nada establezco un orden colocando juntos los obje-
{05 (ue tienen la misma jerarquia ; los cubos con los cubos, los cua-
drados juntos, los bastones reunidos v después hago la misma ope-
raelon con las perlas, y dispongo estos grupos en la sucesion corres-
wondiente a sus jerarquias. Una vez hecho esto, precisa obedecer la
ey del sistema. ;[ No mds de nueve en cada grupo! Si se agrega
uno. mds de los nueve, constituye una unidad completa, que pasa al
prado superior.

Veamos ahora lo que resulta de la primera accién de separar en
prupos los objeos diversos, Tenemos 2 cubos de Andrea v 1 cubo
de Margarita v 3 de Soffa que suman 6 cubos. Hay después, 4,
mis 8 mas 6 cuadrados; 5 mds 9, méds 4 bastones y finalmente 6,
mias 9, mds 7 perlas sueltas.
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Es logico comenzar la distribucién por las perlas sueltas. Segiin
la ley del sistema decimal, no puede haber sueltas méds de nueve y
como son 16 ya tenemos formado un bastén y sobran 6 perlas. El
bastén, naturalmente, va <on sus iguales, porque la divisién en jerar-

ufas no admite excepciones. Los bastones eran ya en grai canti-
gad, 18 ; y con el nuevo que se afiade suman 19. Es imposible que
permanezcan sueltos, asi que diez de ellos. constituyen un cuadra-
do, el cual se une rapidamente con los de su especie y quedan, sola-
mente, 9 bastones.

Los cuadrados eran ya en gran cantidad, 18, y uno que se dgre=
ga, 19. Inmediatamente, con diez cuadrados, se forma un cubo que
se une a los de su especie y quedan 9 cuadrados solamente, Los cu-
bos eran 6 y con lo agregado se convierten en 7.

Después de esta labor de transformacién quedan sobre la mesa
7 cubos, 9 cuadradoes, 9 bastones y 6 perlas, o sea, el ndmero 7996.

sawT
P

%‘v’vlﬂl'

2157 + 1269 = 3426
Ejemplo de una suma de grandesy niimeros ejecutada
con el material

TFig. 30
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Inte es el total que resulta de sumar los ndmeros
2456 +

1893 +
3647 =

7996

Veamos otro ejemplo en la suma d A

: : ' e los ndmers: 215 :

e .I,‘“"{liﬁum esézi representado la simple acumulacién : Ailaegs
" ares, centenas, 11 dece : s ¢ :

mismos en orden decimal : 3426.6-001135 y 16 unidades y después los

LA MULTIPLICACION

Ahora, sucede que otros t i i i
_ ) 8 res alumnos tienen cantidades iguales :
chida uno tiene 1 cubo, 3 cuadrados, 9 bastones y 6 perlas o
;i‘Ver}ld y acumulad todo en esta mesan. '
4 el mismo caso anterior y no se puede hacer ofra cosa que re-

v R ey
1306 T[] [ J D [:HHHHH ......:g-_ @ O3 FEEET ssessnes
et 0 0 I o 9

e

Fig. ar

Ln;tlr las operaciones descritas. Reunir, pues, todos los cubos, que
;u“ tres y tqdo_s.los cuadrados (que son nueve) ; reunir los bastones
fjue son veintisiete) y las perlas (diez y ocho),
| l)cl{grupo de las pgrlas sueltas se separa, para reunirse con la
crarquifa superior, un bastén que se une a los ot intisi
nndo solas ocho perlas. G
b ? Lfm bastones que son ahora veintiocho se aglomeran en dos
: m’mdns que huyen para mezclarse con el grupo de nueve. Los
'::f‘: ridos, puesl, se convierten en once. Diez de ellos se erigén en
¢itho y pasan a la agrupacién superior. De a
: uel ndm -
dos {/;\ncda uno solamente. ’ R
hora todo estd en ord i
_ orden, segiin el sistema decima
mos como resultado el nimero 4188, LG
'Ninmmu diferencia con el primer caso, En las cantidades desti-
nadas a acumularse, sean iguales o distintas 2qué importa si no sélo

8
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se reunen en un todo, sino que hay una transfusién entre ellas para
obedecer a las leyes de su agregacién?

No existe diferencia, ni en el hecho de acumular, ni en el hecho
de ordenar. No es el sistema decimal quien hace distinta la suma de
la multiplicacién. Es solamente el hecho que, tratandose de cosas
iguales, se puede memorizar su resultado sin contar una cosa des-
pués ds la otra,

s, pues, un mecanismo de la memoria del hombre y no un hecho
intrinseco de los ndmeros, el que establece la separacion entre la
multiplicacién y la suma,

LA SUSTRACCION

La idea, que precisa hacer resaltar y que caracteriza la sustrac-
ci6én, es que existe una sola cantidad efectiva, Yo tengo sobre la
mesa un montén de cubos, cuadrados, bastones y perlas, pero quien
viene a pedirme una perla trae las manos vacias, Mi montén repre-
senta la cantidad efectiva, :

Sea ésta, por ejemplo, 4286 ; pero Soffa, que se acerca y me
pide mil perlas, no tiene nada mas que su peticin.

Hay pues dos nimeros : 4286 y 1000, pero, s6lo respecto al pri-
mero existe la cantidad correspondiente. El otro ntimero indica la
cantidad gue hay que sustraerse de aquélla, Muchos nifios, acostum-
brados a componer la cantidad relativa a los ntmeros por una adi-
ci6n, aunque sepan que la resta consiste en sustraer una cantidad
de otra, se apresuran a componer también las dos cantidades en el
caso de la sustraccién y después afiaden ; ahora hay que restar esto
de aquello. El hecho de que, baste reunir la cantidad, sélo respecto
al primer ndmero, les sorprende y por eso les interesa, siendo, sin
_duda este hecho, el gue logra mayormente hacer percibir la diferen-
cia esencial entre las dos operaciones, Por ello, si en da adicién
puede existir una acumulacién ilimitada de cantidades que se suman
una a otra y pueden existir, por lo mismo, muchos ndmeros, aqui
existen solamente dos ntimeros y una sola cantidad.

En la sustraccién indicada, la accién es muy sencilla ; se separa
un cubo del montén v se le entrega al peticionario.

4286
1000

3286

Los ejercicios que se llevan a
para realizar una sustraccién, mues

cabo con el material de perlas
tran el lado inverso de la clave
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del niste i i ‘
istema decimal, es decir ; un grupo de la jerarquia superior pue-

e emcindirse en die i i
z unidades inferi 2
doha sustraerse al conjunto, ST peo aigine s s

supongamos que el nimero qu i i
Bl 1276 vy que la cantidad rwl;m:d;egggs%nztg S

i D000ooooOog
o I'lll Al

=

f
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%0000 0p 00

Hig. 32

u||u:udm-m-m.u 1276 corresponde en el material de las perlas un
0, 05 cuadrados, siete bastones y seis perlas, La sola operacion

i S My s 1 1 :

IIe ne presenta sencilla es, la relativa a los bastones, porque exi

I8 nlete v se quieren sustraer dos. ; - Sl

swh.::-‘::‘-. zl;?f:-ne‘; las nueve perlas, precisa, ante todo, tomar las que
e
Gn _m rlas suelt

.IJ:.T.I.E.“I" pu.;r’:;‘l_n‘necer en dicha forma si, inmediat:r%'eri?: C;élfsé 1(11(;
”m”":u:l tlxtq |zfe ser llevada aparte. Tomando de ellas tres, para
s 0 8 ] ras sets, y componer el nueve, quedan siete perlas
| s FPero los bastones quedaron reducidos a seis y, ain asf re-
{ m. 1;Iu-<, es facil separar los dos bastones que hay qulc sustrae

:lmlfml definitivamente cuatro bastones. Otra dificultad estri-bi rey
'::;:Illll'lr'iiltllr‘t);j}llzd(éllig;?dg's cuand% solamente existen dos. Pero el cubg

escindirse en diez cuadr i

e con los dos ya existentes la cmﬁdzgdosstii;?:g; zzlsocpli;a fOrt-
dnulml Qu-vdun entonces del ndmero primitivo, cuatro cuad"a‘iit:)?;
diitro bastones vy siete perlas (447). La canfida.d rimitiva f-é :
Clindidn en dos partes ; la sustraida y la remanentep y esta egci-ng-
de i cantidad efectiva en dos partes desiguales, c«on,stituye la ope;‘aTj

o ale o resta o sustraccién,

Rospecto a las transformaciones intimas de las cantidades nu

: ; %
meriean, ngul en la sustraceién, en vez de comprobar que diez uni
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dades se funden en una sola unidad de orden superior puede divi-

dirse en 10 de orden inferior. Es, sin embargo, siempre el mismo
juego en torno al 10, sea que las unidades se unan o se desunan.

T e
532 e gl

Tig. 33

s 8 080 8880

Para facilitar los ejercicios individuales de sustracci6n, se han
construido pequefios carteles de colores, todos ellos de iguales di-
mensiones, en los que aparece impresa la figura de un cubo o la
de un cuadrado, una linea o un punto. Estos carteles indican el sus-
traendo v representan billetes que dan derecho a apropiarse de la co-
rrespondiente cantidad de perlas. Dados los dos elementos de la
sustracci6n, se compone la cantidad efectiva indicada por el minuen-
do, con el material de perlas y en correspondencia con él, se colo-
can debajo los carteles que indican el sustraendo. Por ejemplo; sea
la sustraccién 2475 - 1836. Dispuesto en fila el material corres-
pondiente—dos cubos, cuatro cuadrados, siete bastones y cinco per-
las sueltas—se alinean un cartel de los cubos bajo los dos cubos de

) oo

HEE
(=] (=] [=] [=] [=]
56 & mmo NEE

Tig. 34

perlas ; ocho carteles de los cuadrados bajo los cuadrados de las
perlas ; tres carteles de los bastones en correspondencia con los bas-
tones de las perlas y finalmente, seis carteles con el punto debajo las
perlas sueltas. Después se procede a los cambios en el material de
las perlas, sustituyéndose poco a poco los carteles con las cantida-
des diversas en que se ha escindido, Sumando éstas conjuntamente,
nos encontramos <on la cantidad primitiva de que proceden.

La operacién de la resta se podria representar, en relacion con
el hecho consistente en la escisién de una cantidad tnica primitiva,
en dos otras cantidades diversas, del modo siguiente :
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8654
2872
5782

Iu vunl indica, que la cantidad 8654 se ha dividido en las dos que
upntecen debajo, la segunda de las cuales (subrayada) representa lo
Jue guedn de la primera, Si después se efectiia la suma de las dos
suitidades, 1a operacién se puede representar como sigue :

nihka

aH72
h7Ha

Hibq
Llin representacion, adn mds exacta y evidente, seria la si-

pilente ;
[ 2872

Ht54 : Yo lo que corresponde con la definicion corriente de

I sustraceion, es decir : Dada una suma i ;
i : ma de dos n
ellos, hallar el otro. drmeros y uno de

LA DIVISION

L divisién se caracteriza por el hecho de que, una cantidad da-

:::ha v:‘tiu dtmdlda en 1:]ta.rtes iguales que pueden ser dos, 0 mas de
W, mientras que e i6 indi i

-ty llesigual%s. n la sustracdion se escindia una cantidad en dos

Para hacer la operacion clara, puede presentarse al nifio de modo
netivo, haciendo que la division de una cantidad tenga lugar entre
-Ii.w-r._'qus personas, esto es, entre nifios mismos, que la lleven a la
practica en la forma primitiva que utilizardn ‘rpersonas incultas y
dosconocedoras del cdleulo. Es decir, tomando las cosas una por una
liuntan que la cantidad remanente no puede ser distribuida por igual
enire las personas que se la dividen. Este principio, extrafio al cidlcu-
I, sirve para dar la idea de la operacién como un hecho. Andlogamen-
1o n cuanto se dijo para las otras operaciones, también en la divisién
liny lundamentalmente una condicién de cosas que no debe confun-
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dirse ni con el cdlculo ni con el sistema decimal y que exige sola-
mente un procedimiento sobre la materia acumulable o escindible. Es
por ello por lo que queremos exponer primeramente el fundamento
més simple y mds real; es decir, el hecho que caracteriza la opera-
cion, .

Sobre mi mesa estd la siguiente cantidad : dos cubos, seis cua-
drados, cuatro bastones y ocho perlas sueltas, o sea, el nimero
2648. Dos nifios vienen a dividirselo en dos partes iguales, toman-
do para ello, cada uno, la misma cantidad. Los nifios, comenzando
por la cosa mds grande, de mds valor y por lo mismo mss impor-
tante, toman un cubo para cada uno y concluidos los cubos, pasan
a los cuadrados, tomando uno por uno mientras quedan, con lo cual,
cada uno, tiene tres; después, pasan a los bastones cogiéndolos su-
cesivamente y tienen dos. Finalmente, se reparten las perlas cogién-
dolas una a una y cada nifio tiene cuatro. De este modo, la cantidad
inicial queda dividida en dos partes iguales, que constan cada una
de : un cubo, tres cuadrados, dos bastones y cuatro perlas, represen-
tando cada una de ellas el ndmero 1324. El cdlculo numérico po-
dria expresarse de la siguiente forma :

2648 : 2 = 1324

También en la division existe una sola cantidad efectiva, aquella
que se divide, y el nimero que la representa se llama dividendo.
El otro ndmero (divisor) indica, en cambio. simplemente, en cuin-
tas partes iguales debe subdividirse el dividendo. Al final de la ope-
racién se obtiene un nfimero que represen’a una de las partes de
la cantidad primitiva, partes que son iguales entre si. Este ndmero
se llama cociente. Es preciso que el nifio perciba, claramente y con
rapidez, la idea de lo que el cociente representa. En efecto, en las
escuelas elementales los nifios que aprenden las operaciones, sola-
mente como calculo, y no como hecho, tienen el concepto equivoca-
do de que el cociente es un resultado cuantitativo de la division y
se expresan en la siguiente forma :

«Dos mil seiscientos cuarenta v ocho dividido entre dos es igual
al cociente mil trescientos veinticuatroy.,

Ahora el resultado del cdlculo es 1324, pero no el resultado del
hecho. En el hecho—después de efectuada la division—existen las
cantidades’ iguales entre si—1324—en las cuales se divide la can-
tidad primitiva. Esto es: la cantidad primitiva permanece siempre
en su totalidad, ha cambiado de forma solamente, porque al pringi-

pio era una cantidad sola y después, en cambio, se ha separado en’

dos cantidades. Esto es, el 2648 se ha convertido en 1324 -+ 1324 ;
0 lo que es igual, no se ha destruido, se ha transformado.

Pongamos otros ejemplos ; ‘9634 : 3,
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La cantidad de nueve cubos, seis cuadrados, tres bastones y
cuitro perlas estd distribuida en tres grupos iguales, en cada unc de
lo6 cuales se encuentran tres cubos, dos cuadrados, un bastén y
i perla y sobra una perla que no pudiendo ser repartida repre-
senta el resto. La distribucién en las tres partes iguales, mds el res-
f0, representa la totalidad de la cantidad primitiva que permanece
intheta, aunque diversamente distribuida, La divisién expresada en
Himeros seria, pues :

3211
0634 : 3 = 3211 + 1 = 0634
3211

y esta demostracién conduce a la reconstruccién del ndmero pri-
mitivo y, por lo tanto, a la prueba de la division.

Sea la divisién signiente : 2824 -4,

El cuatro estd representado por cwuatro nifios que vienen a fu-
mar, cada uno, la parte correspondiente del total. Los cuatro nifios
no pueden escoger un cubo, siendo por ello preciso, dividir los dos
cubos en cuadrados, resultando veinte. Estos se agrupan juntamente

con los otros ocho cuadrados (es decir, veintiocho cuadrados) y en-
tonces comienza la division, Cada nifio cogiendo, vez a vez, un cua-
drado, Ilega a poseer siete, Los dos bastones corren la misma suer-

fe de los cubos; deben ser convertidos en perlas sueltas, que se
unen a las cuatro ya existentes.

Procediendo a la divisién, cada nifio se encuentra poseedor de
teis perlas. He aqui pues, como se transforma la cantidad primitiva,
(ue fiene una apariencia mds sencilla, toda vez que han desapareci-
do dos figuras. i :

l'enemos, pues,
706

2824 : 4 = 706 = 2824
706
706

Dado el placer que experimentan los pequefios, realizando los
cambios decimales entre cubos, cuadrados, bastones y perlas. y su
entusiasmo en avanzar para tomar los objetos uno por uno, v re-
partirse la cantidad total, resulta la divisién uno de sus ejercicios
preferidos. Por otra parte, estos ejercicios provocan la necesidad de
una divisién de trabajo, ademds de una divisién de cantidades. En
vlecto, ha sido necesaria la obra subsidiaria de un nifio que no toma
parte direc‘a en la divisién y que se dedica solamente a efectuar
los cambios. Dicho nifio, tiene ante si muchos cuadrados, bastones
v perlas, que no tienen nada que ver con la cantidad que representa
el dividendo, y que sirven, solamente, para efectuar cambios de al-
puna parte del individuo, cuando las circustancicas lo exijan. Este
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[I[[J]] =seesees

o |l

nifo pues, ejerce ¢l papel de banguero. Existe, ademds, un direc-
tor que vigila la distribucién del dividendo, a fin de que las partes
sean distribuidas por igual, los cambios bien efectuados y no se to-

que el resto, ESta organizacion social da un caracier de vivacidad ’

al hecho de la division, 3 , '
{ Divisién por varias cifras [ |

|
I He preparado sobre mi mesa la cantidad de dos cubos, ocho 2 1
| | citadrados, siete bastones y nueve perlas o sea 2879, Seguro de in- - _
P i Tiempo 111 g

1 terpretar los deseos de la mayoria, hago la siguiente proposicién : ;
I que vengan doce nifios a tomar su parte respectiva. Se precipitan m a
¥ cerca de mi mesa doce nifios. Yo observo que son demasiados y que e P 0c0 0000

originarian confusién, «Que se separe un grupo de diez ¥y que este ! | 4
81upo elija un representante, el cual tomard la parte correspondiente : i
a los diez» y a fin de que se distinga de los otros dos que represen- e T . B !
tan tinicamente a si mismos, distribuyo distintivos ; un gran lazo ro- | ' } Itmil= [ | e B c o ®Oe e B
jo a guien representa diez niiios, o sea la decena, y dos pequefias paits) oo { ) } :
cintas verdes a las modestas unidades. Los otros nueve excluidos

un poco desilusionados, aguardan a un lado y como también éstos,

deberdn alcanzar una parte igual que la de los otros, los distingo A I 2 0 0

®
[ con una pequefia cinta blanca. Y comienza la distribucién entre el
' rojo y los verdes, Comienzo por dar al rojo uno de los cubos. Un 1 [ 2 0 @
cubo que ha de distribuirse entre diez supone un cuadrado para cada
persona, Entonces los dos verdes pueden avanzar y tomar también [
L un cuadrado para cada uno. 1 2 o
El otro cubo corresponde también al rojo, y a los verdes otro
cuadrado. Han, correspondido hasta ahora dos cuadrados para cada 1 l e b
uno de los doce individuos y de la cantidad primitiva sobran cuatro
cuadrados, siete bastones y nueve perlas, Ahora el rojo toma un , ey
cuadrado, lo que supone un bastén para cada uno de los individuos I S ) s 0 0n s s B0
que representa, y los dos verdes toman, igualmente, cada uno su i
bastén, prosiguiéndose en dicha forma mientras ello sea posible,
cada vez y por cada cuadrado que toma el rojo cogen los verdes su
| bastén correspondiente. Cuando el rojo ha tomado tres cuadrados 1 ‘
debe detenerse, porque los verdes se llevaron seis bastones y que- 2 s o
1 | Qe e
i i 1 I Qs e
| o g [‘_J J___-J 1 | Q - [ ]
] 8 [olifing 1 ' Y .
Tiempo I 2 ' l
2870 1 12 = 230 4 1T Hig, 35 Tabla de la division
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da uno sélo. Han correspondido, pues, tres bastones a cada nifio.
Quedan aiin un cuadrado, un bastén y nueve perlas. Precisa ahora
cambiar aquel cuadrado en bastones, lo que dard un total de once
bastones y nueve perlas, Cuando el rojo toma un bastén, lo que
quiere decir que corresponde una perla a cada uno de sus nueve
compafieros, los dos verdes toman otra perla y asi prosiguen mien-
tras la distribucién es factible, Después que el rojo ha tomado cua-
tro bastones no puede proseguir la operacién, En efecto, los ver-
des han tomado entre tanto ocho perlas y queda una sola de éstas.
Pero quedan atin muchos bastones (Il -4 = 7) y uno de ellos se
puede camBiar por perlas ; entonces puede reanudarse la opera-
cién, toda ves que las perlas son once y seis los bastones, La ope-
raciéon prosigue. Queda finalmente un bastén y una perla, cantidad
indivisible ; esto es, 11, Las perlas que correspondieron a cada nifio
fueron nueve., Cada uno de ellos ha recibide sucesivamente dos
cuadrados, tres bastones y nueve perlas o sea 239,

Puede irse ahora cada nifio con su parte correspondiente, pero
ninguno puede tocar las once perlas de resto que quedan sobre la
mesa,

En realidad, sin embargo, las condiciones soh estas : el rojo
posee dos cubos, tres cuadrados y nueve bastones, mientras cada
uno de los verdes tiene dos cuadrados, tres bastones y nueve perlas
La operacion pues, no ha concluide, Es preciso que el rojo distri-
buya entre diez personas lo que tiene en su poder ; para ello debers
cambiar todo en el puesto del banquero que dividird cada objeto en
diez partes, o mejor, dard el equivalente del total de subdivisiones
de diez, Asi el rojo y cada uno de los nueve blancos tendrd una
parte igual a la de los verdes, o sea dos cuadrados, tres bastones
y nueve perlas,

Si los doce nifios acumulan ahora su haber para unirlo después
a las perlas de resto y realizan los cambios decimales, volverdn a
obtener la primitiva cantidad j dos cubos, ocho cuadrados, siete bas-
tones y nueve perlas, porque dicha cantidad habfa cambiado de for-
ma, pero no se habia alterado en su cifra.

Representdndola numéricamente i la operacién seria :

239
239
239
239
239
2879 : 12 = 239 + 11 = 2879
239
239
239
239
239
239
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Lo que se puede también representar con la union de 10 cantida-
ew Iguales, haciendo la prueba final :

2390 +
2878 : 12 = 239 4+ = 2879
239
11

Es decir: 2879 : 12 = (230 x 12) + 11 = 2879, :
donde el ndmero 239 es el cociente o sea la cuota correspondiente
i cnda nifio.

Ejercicios paralelos
Suma de grandes nimeros sin material de perlas

Paralelamente a estos ejercicios con los grandes ntimeros, rea-
lizados con el material de las perlas (ejercicios que son primarios
y fundamentales, porque se realizan con cantidades efectivas) se
presentan otros que sirven para demostrar los mismos kechas, ope-
rando sobre las cifras escritas.

Uno de los ejercicios individuales de tal género es el siguien-
I€, que no obstante efectuarse con ndmeros indefinidamente gran-

10000

1000

100

10

[fg. 36
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des, hasta decenas y cenlenas de millar, sélo exige saber contar
hasta 10 y el conocimiento de las jerarquias y mecanismos del siste-
ma decimal. Con ello Ia operacion se convierte en un medio atra-
yente para ilustrar la clave del sistema decimal y demostrar la sim-
plicidad introducida en el célculo con dicho sistema.,

En los respectivos espacios indicados por el 10.000, 1.000,
el 100, el K0 y el 1, se sefialan tantos puntos como sean las uni-
dades indicadas por la respectiva cifra en cada ndmero, v asi se acu-
mulan en cada especie tantos grupos de puntos como sean las uni-
dades de aquella determinada jerarquia en todos los nameros que se
suman. Con el fin de que sea mas clara la explicacién, pondremos

—

9 [
|
g i
8699 + F !
3454+ LN .
2793 + o AR 0
5816 = 20 . 762 = lee
L 3 L ]
1]
o mw
s I
oe oo se |||
®0 0o s g e
23 e Retine s L]
- L]
LN ] LN L] L] |I
L 1§ LN ] L] L]
- o e ® 2
L] L ]
. .
-
Fig. 37

en este €aso, los grupos de puntos relativos 4 los diversos niimeros,
separados uno de otros, lo que puede servir de comprobacién, Cada
nimero se expresa en puntos.

El modelo representado permite catalogar ndmeros que llegan
hasta la decena de millar. En la linea de la izquierda esti indicada

en cifras la jerarquia de cada plano sobrepuesto. Los nimeros a.
sumar son :

8699
3454
2793
5816
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Iraducidos los niameros en puntos, éstos se cuentan relativa-
mente a cada espacio y no es rigurosamente necesario comenzar por
#yuel donde estdn las uniones simples, mds ‘aun, en principio, es
cosn que no debe preocuparnos. Por cada diez puntos contados en un
unpacio se coloca un signo vertical en el espacio superior a. aqtel
e ln primera columna a la derecha, y para los puntos restantes se
seflulan otras tantas pequefias lineas verticales en la columna de la
derecha correspondiente al espacio relativo a los puntos que se cuen-
tan, Para facilitar la comprobaci6én se hace una sefial debajo de cada
una de las decenas de puntos contados en los varios espacios, Asf
concluye la labor preparatoria de ordenacion. Después de esto se
cuentan los signos verticales de la primera columna; si son menos
de diez se escribe, sin esperar a mds, ld cifra correspondiente en la
Segunda columna. Si, en cambio, son mas de diez se borran y se
pone un punto en la primera columna superior. De este modo
quedan finalmente—en la segunda columna— cifras que son de di-
versa jerarquia.. Transcritas éstas en linea horizontal dan el resul-
tado de la suma que en este caso es 20762,

Daremos otro ejemplo para hacer ver como los puntos se colo-
can en los espacios, acumuldndolos cinco por cinco. sin distinguir
l0s grupos que pertenecen a los ndmeros diversos, pero teniendo
siempre jpuesta la atencién sobre las jerarqufas, Las sumas de diez
en diez estdn representadas en la primera columna de la derecha
por signos verticales, como se ha dicho, y se puede comenzar por
cualquier parte, porque el orden definitivo se ha establecido sola-
mente en la segunda columna a la derecha donde se escriben en
cifras las cantidades obtenidas. En efecto, si en la primera columna

g I s
[
[N =
4856 + ]
7973 + T I
e g l111]o
2032 = 30014 IS L
(101
e 1T
[ )
110
— 4
I
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los puntos son mds de diez, se tachan Y se sustituyep por una sola
seflal en el espacio superior, '
La suma en cifras es la siguiente -

4856 <
7973
5494
8759
2932

Que da como resultado 30014,

—_—

Otro material es el siguiente, que serd aplicado a yng operacién
de sustraccién con grandes cifras.

6859 - 4237
El material consiste en cuadernos que llevan escritos en colores

diversos las series sucesivas ; serie de 1000, serie de ciento, serie
de diez, | no. no de estas jerarquias tiene un color

iente figura, separando da las péginas

Fig. 39
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100 10 ]
100 10 T
== bl ) 9
100 ';6' gy
1000 e Lt ]
bt 100 i
5T 10
1000 e 5.0
1000 e 19 1
- .. 'oo ——— ]
900 i 4
a0 1
100
L iy
Fig. 40

Alora de la cantidad asi representada por medio de cuatro series
do unidades, hay que sustraer la otra cantidad relativa al ntime-
' 4237,

L idea de que uno solo de los niimeros de la sustraccién es efec-
fiva, se deduce claramente del hecho, de que sélo el primero hay que
lormarlo con el material, mientras el otro indica solamente la can-
tidud que hay que restar de aquél. Relativamente, pues, a la forma-
vlon del otro ndmero se da, en realidad, «un par de tijerasn con las
Clnles se cortan las cantidades indicadas,

Iin efecto, en este caso la sustraccién consiste simplemente en
“orfar una parte de las cuatro listas o fajas de las unidades,

Lo que queda después de realizada la operacién son dos gru-
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pos ; uno, el separado, vy el otro, aquel que representa el residuo de
la cantidad inicial.

Efectuando la operacién con cifras se representaria asi :

{ 2622
6859 = ) -+
( 4237

Con el mismo material se pueden efectuar varias sustracciones.
Por ejemplo ;
3465
— 1836

Se compone el primer nimero por medio del material de uni-
dades, y ahora se trata de separar de ésta, la cantidad indicada por
el sustraendo. No es ya solamente una cuestién de tijeras, sino de
cambio entre unidades de diversa jerarquia. En nuestro caso la pri-
mera operacién es la de tomar las unidades existentes (5), perv no
bastando éstas para componer la cantidad necesaria, se corta con las
tijeras un 10 de la faja correspondiente y en su lugar se coloca una
faja de 10 unidades simples de las cuales se corta una para agregar-
la a las otras cinco, quedando en el lugar debide nueve unidades.
Ahora las decenas restantes son cinco solamente en vez de seis y las
tres pedidas se cortan de aqui con las tijeras, quedando dos sola-
mente. Para las centenas se procede andlogamente, Tomadas todas
las centenas existentes que son cuatro y por ello insuficientes, se
separa un millar con las tijeras y en su lugar se recoge una faja

1000 100 10 1
1000 ‘| 100 10 1
1000 100 10 1
100 1o 1
il RSIET
10
Fig. 42

de diez centenas de la que se separan cuatro para unirlas a las que
ya se quitaron. Quedardn, pues, seis centenas. Los millares primiti-
vos se han reducide de tres a dos, Y como el nuevo ntimero pide
uno, se separan los dos con las tijeras, recogiendo uno. Quedard
por fin, como resultado, la cantidad.correspondiente al nimero 1629
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Hue con la otra obtenida 1836 constituird la primera, que ya ha des-
aparecido,

1620 1836
+
[ umn_] 106 > F.,‘ P = F
=5 100 10 A 100 10 1
100 1 100 10 1
100 1 100 i
100 1 100 1
100 1 100 J
1 100
y .
100
i ke
total
3465 :
Fig. 43

I'n decir, que en lugar del primitivo 3465, existen ahora las dos
Ciltidades 1836 y 1629 : lo que demuestra que la substraccién es
uhn divisién en partes desiguales. En este caso el residuo es més
Vit que el ndmero primitivo. Por ejemplo : aqui hay una fila de
dutve unidades donde antes habfa cinco solamente y mientras en el
Himero primitivo existian sélo cuatro centenas aqui hay ahora seis,
Vi el namero que desaparece, ocho,

fan frecueneia, el nifio queda sorprendido y, por lo mismo, vi-
“iimante interesado, al ver la expansién de los ndmeros obtenidos
UBl primero, cada uno de los cuales tiene muchos elementos mas
uue nquel del cual resultan. Aqui resalta la gran diferencia entre
Wl operacidn y la suma en la que, la integracién de diez unidades

Hiferiores para constituir una superior es el modo de operar, inverso
al vlectinrlo ahora. Si, por ejemplo, se suman los dos ntimeros que
seilion considerando, volviendo a agrupar las unidades y centenas
Wi ellos pertenecen se veria desaparecer los grupos v el resul-
W tote] quedarfa recogido dentro de la cantidad primitiva. Es el
Seiiito v la clave del sistema decimal.

L sustraccion se considera siempre entre dos nfimeros, pero,
Liln operncion, es susceptible de ser continuada.

Oihfenido un residuo, pueden aun sustraérsele otras cantidades,
Bast que el residuo final, sea igual a cero, o sea, cuando no quede
el mimero primitivo,

o ejemplo, suponiendo la sustraccién : 6859 — 4237 = 2622
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Se puede aun continuar la sustraccién, sustrayendo del resto, la
cantidad de 1975.

2622 — 1975 = (47

Y finalmente de este dltimo resultado, puede sustraerse la can-
tidad 647. ; .

Esta serie de restas sucesivas, se producen cuando, por ejemplo,
se gasta una cantidad en varios usos o en varias ocasiones, hasta
agotarla, .

Puede adn efectuarse una nueva sustraccién. La suma puede
considerarse como subdividida en otras tantas partes desiguales :

| — 4237
6359 | — 1975

i— 47
Las sustracciones parciales seran :

— 4237

59
2 ~ — 1975

2622 &

BAT |

La division es una aplicacién de este principio ; en ella se forman
tantas divisiones parciales y sucesivas sobre los residuos que van de-
jando cada una de las operaciones, , 5

Existe, pues, una perfecta correspondencia, entre la operacion
de restar o sustraer (fragmentacion de un conjunto en partes desigua-
les entre si) y la divisién fragmentaria de un todo en partes iguales
entre si, 5 .

La diferencia consiste, en que en la sustraccién, no se procede si-
multdneamente, si no, sucesivamente. En la Segunda,_va quedando
sucesivamente una sola sustraccion. De modo que Ia_t‘ﬂlﬁeare.ncxa con-
siste en el hecho, no en el cdlculo o en la operacién, sino en el

procedimiento,

LOS PROBLEMAS DE LA ARITMETICA

Puede decirse que los ejercicios indicados son una ilustracién
del sistema decimal, donde las cuatro operaciones, extendiéndose
a los grandes niimeros, se convierten en medio para ensefiar el me-
canismo.

En la base del sistema estudiado, se encuentra como clavs.: la
transmigracion de unidades, que, se agrupan o escinden distribu-
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Vildone e partes, Pero siempre gueda la evidencia de que las can-
s tupresentadas por dos nameros, circulan sin desaparecer ja-
s La prueba de las operaciones lo demuestra. Las operaciones
FUlE los ndmeros, contienen una demostracion exacta del hecho que
Il so crea ni se destruye, sino, que todo se mueve, La cifra pa-
nlnl }ﬂl Fer tras la materia y con su mecanismo podria simbolizar
vl vielo,

APt esta cuestion bien interesante, se pueden considerar
Hitis heclhos que caracterizan Y, por lo mismo diferencian, las va-
LIS Operaciones, Aquella acumulacién de <antidades diferentes,
COio en ln suma, o de cantidades iguales, como en la multiplicacién,
0 ol encindirse una cantidad en dos partes diversas, de las cuales,
U soln es conocida v la otra representa una incégnita, como en la
suslraecion 3 o finalmente, Ia equitativa distribucién de una cantidad
SILPArLes tan rigurosamente iguales que, si existe un resto, antes
ae bandona que se utiliza en provecho de unos pocos, todo ello
AHe como hecho prdctico en si mismo. Ni el ndamero, ni el sistema
Hnerico, tienen que ver con tales situaciones, Parecen hechos re-
Weltnados mds bien con la vida y con los principios morales, que
von e aritmética, Allf se encuentra el hombre frente a la materia, -
Mirando a través de esta luz aparece la vida social con sus acon-
leclmientos, El negociante que ha ingresade durante el dia muchas
ity diversas, por la noche har una suma, En cambio, el taqui-
oo de un teatro a precio fijo y, que por lo mismo, ha recibido
fmiuchns cantidades iguales, efectuard una multiplicacién. Vicever-
Wi ln madre que tiene en su poder la asignacién mensual in-
Hicti v que separa de ella el importe de la renta de la casa, efectuard
Ui sustraccién, En cambio, la cantidad destinada a pagar la pensién
i sus tres hijos en el colegio, la dividir4 en tres partes iguales. De
enle mndo. la vida social del hombre se organiza sobre las necesida-
den materiales que surgen a cada paso y presentan continuamente
“problemasy que, solamente los niimeros, pueden resolver de un
modo claro y exacto, Esta existencia del nimero en la vida ordina-
f1i, abre Ia puerta a los problemas de Ia aritmética. Presentados en
Iin escuelas como una dificultad que se supera dificilmente, aqui se
olrecen como representantes del hecho mismo que da cardcter s
forma a las operaciones, y basta dejar un poco de espontaneidad a
l0n nifios que han hecho observaciones y razonamientos, para que
los problemas se reconozcan en la vida social con la misma facili-
did con que la luz, los colores y las flores se reconocen en la vida
Nitural, En efecto, en nuestras escuelas, los nifios resuelven en
\eiida y espontdneamente sus problemas y son frecuentemente fru-
104 de su imaginacién que se entrelazan con las composiciones lite-
turias, Situaciones dificiles van con frecuencia a encontrar su epi-
I0go en una operacién aritmética ¥ asi el problema se funde con Ia
tealidad. Hemos observado gue no todas las operaciones despiertan
Iiual interés en la imaginacién infantil ; es la sustraccién la que mas
ipasiona y la que se presenta generalmente como epilogo de los
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«Problemas literarios»n. He aqui, por ejemplo, un tema literario,
tratado por un niflo de una escuela holandesa, que presento abre-
viado ;

...Aquellos nifios habian comido a hurtadillas algunas hermo-
Sas manzanas que estaban en el cesto, cuando oyeron decir «no os
olvidéis de llevar esas treinta manzanas a la sefiora X. porque hoy
cumple treinta afiosn,

i Ah ! Es preciso comprar las manzanas que faltan,

Pero gcudntas se han comido?

No lo recuerdan. Pero un nifio exclama: «No tengdis miedo,
basta con efectuar una sustracciény.

La sustraccién hace encontrar esta incégnita amenazadora y des-
pues sélo habrd que sumar las que quedan y las que se compren
para completar y ver si suman treinta, con lo que se efectuard la
comprobacion.

PROGRESO

El conjunto de los ejercicios descritos trazan un plan que parece
realizado. Las cuatro operaciones con los grandes ntimeros, la po-
sesién clara de sistema decimal, la resolucion de los problemas
practicos que se presentan en la vida ordinaria, hacen pensar en la
frase del pequefic que decia, convencido: «Lo sé todoy.

El progréso se realiza ahora en el detalle, y se hace sobre el
andlisis de lo que existe y logra interesar. El detalle asume impor-
tancia, porque hace penetrar en el conjunto visto externamente, pero
con frecuencia asume la apariencia de un camino opuesto y se proce-
de entonces del conjunto al detalle, de lo grande a lo pequefio, de lo
complejo a lo sencillo.

Los ejercicios siguientes se refieren a un andlisis de la multipli-
cacion, operacién que apareci6 fugazmente, sélo como un caso de
adicién uniforme,

LA MULTIPLICACION

El rasgo saliente de la multiplicacién es el de una suma cuyos
términos (sumandos) son iguales entre si y es por ello la repeticién
de la misma cosa que se acumula, Ofra caracteristica es que re-
pitiéndose el todo, se repiten las partes que lo componen. Y por
tltimo, se observa en ella que repitiéndose la misma cantidad, las
partes pueden componerse en una forma rectangular,

En la segunda caracteristica se ve su aspecto algebraico, y en la
tercera el geométrico. :

El concepto algebraico de la multiplicacién es aquel que de-
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uestra mds claramente su esencia, y estd representado por la
lormula ;

n(a+hb+c¢c+ .. =na+nb+ ne+...

R =

Fig, 44

Tomemos los pequefios bastones de perlas utilizados en el ejer-
vleio de la serpiente y fijemos una cantidad mediante la unién de
los 0 mas bastones, por ejemplo: 2 +4, - )

Multiplicar esta cantidad por tres, por ejemplo, quiere _decn' re-
petirla fres veces, es decir; tres veces los bastones amarillos, del
clatro y tres veces los bastones verdes de dos.

Igualmente se procederd para una cantidad compuesta de ma-
vor namero de bastones, por ejemplo, 6 + 2 + 3. Repetir esta can-
(idad dos veces equivale a repetir, dichas dos veces, todos los com-
ponentes de la misma.

0090099 S0 006
99090990 90 eoeeo
Tig. 43
il concepto geométrico de la multiplicacion es el que parte de

un punfo que representa la unidad, que se repite un cierto nimero
do veces asumiendo la disposicién de una linea. Por ejemplo 1 % 6,

tx 6 060000

Fig. 46
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y el nﬁn]:ero que constituye la linea, repitiéndose mas veces con
a?:umulacmn vertical, asume Ia forma de un rectangulo. Por ejem-
plo 6 X 4

000000

000 0-e
6 % 4

006000

090 © 000

Fig. 47

o también, si la repeticion acaece tantas veces como indica el nfi-
mero de las unidades que constituyen la linea, se obtiene la forma de
un cuadrado, Por ejemplo: 5 x 5,

Fig. 48

El concepto geométrico de la multiplicacién revela, pues, un or-
den en la disposicion de los ndmeros que es la trabazén, el enla-
ce entre la aritmética y la geometria,

La multiplicacién tiene, pues, una cantidad de unidades que se
repite integralmente vy que constituye el niimero efectivo. Este nf-
mero se llama multiplicando porque se debe multiplicar. El otro ni-
mero no representa en si una cantidad a afiadir, sitio gue indica sim-
plemente las veces que el muitiplicando debe ser repetido ; este se-
gundo ntmero «indice de repeticiény se llama multiplicador.

Cada una de las cosas antes descritas no se presentan al nifio
como definiciones, sino que se les ofrece bajo Ia forma de ejercicios
distintos uno de otro, que se realizan utilizando el material y que se
siguen paralelamente, g
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DISTINCION ENTRE LOS DOS TERMINOS,
MULTIPLICANDO Y MULTIPLICADOR

lLas figuras siguientes :

7 %3

0 %2

3

2 %9
Fig. 49

i i ignifii diferente de los dos
sirven para poner de relieve el significado di

Térn*minﬂg, En efecto, en la primera figura hay siete bastones de -trtcals
perlas que representan la multiplicacién de 3 x 7 la figura ad-
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yacente, en cambio, representa tres bastones de siete perlas o sea
la multiplicacién de 7 x 3. En las figuras inferiores se ven a un
lado nueve bastones de dos perlas, que representan la multiplica-
cién de dos por nueve y dos bastones de nueve perlas que represen-
tan la multiplicacién de nueve por dos.

Cuando se cuentan las unidades constitutivas de estos bastones,
es decir, cuando se suman, se encuentran totales iguales, es decir,
tres por siete igual a siete por tres ¥ nueve por dos igual a dos por
nueve, Lo que significa que la suma borra las distinciones evidentes
en el planteamiento de una misma multiplicacién, Esta confusién,
o correlacién de hechos evidentes, se enuncia generalmente dicien-
do que «en la multiplicacién, el orden de factores no altera el pro-
ducton.

Ejercicios de multiplicacién,— E| ejercicio siguiente sirve para
referir la suma de los ntimeros de una multiplicacion al sistema de-
cimal, como se demuestra en las siguientes Aguras,

-O-O—~0-0—~0-0-O—
-D-0-0-0—-0-0-0- 723
-0-0—0-0—0-0-0-

—o—o— é

10+ i0+i=91

g, s0

Se colocan siete basiones de 3 perlas uno bajo el otro y se cuen-
tan todas las unidades que sumardn veintiuno. Segtin el sistema de-
cimal, esta cantidad corresponde, pues, a dos bastones de diez y una
perla de uno. Disponiendo uno bajo el otro los tres bastones de siete
y contando las unidades, se encuentran también, veintiuna, que en el
sistema decimal se traduce igualmente en dos bastones de diez y
una perla aislada ; la diferencia que era evidente en la multiplica-
cioén, viene cancelada en el producto, Lo mismo sucede con los otros
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plupos que se corresponden, Poniendo en hilera los bastones de dos
perlas y contando las unidades que ilos constituyen, se encuentra
unn suma de diez y ocho, que equivale a un bastén de diez, y uno
e ocho, Colocando después los bastones de nueve uno debajo del
ulre y contande las unidades, se encuentran también diez y ocho que
% fraduce en el sistema decimal por el mismo grupo de perlas, De
et modo el hecho de que el orden de los factores no altera el pro-

2 %09 o %2

— @
—— —8-9-0-0-0-0-0-00—

w0 4+ 8§ = 18 10 4+ 8 = 18
Fig. 51

ducto, y al propio tiempo, que la suma cancela, borx_“a‘ el sngr}lﬁ-
cado diverso de los factores, puede comprobarse con infinitos ejer-

cicios.
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Consideremos ahora la suma de varios nameros inferjores a
nueve, por ejemplo 4, 6, 8, 5 y 3, cuyo total se quiere multiplicar
por cuatro. Los bastones relativos a dichos ndmeros se colocan uno
I continuacion del otro, en linea horizontal, de un modo andlogo al
vlereicio de la serpiente, Es evidente, gue para repetir este conjun-
10 de bastones cuatro veces, precisa repetir cuatro veces cada uno
e ellos.

Resultan de este modo varios grupos de bastones iguales, que
fiméricamente se pueden indicar asi: 4 x 4, 6 X 4 8 x 4, 5
“ 4, 3 x 4, De este modo se plantea la multiplicacién : ahora se
fritta de calcular grupo por grupo las unidades inclufdas en cada uno
Y por cada diez se coloca un bastén de diez, mientras, el ndmero in-
lerior a diez se coloca al lado, en 1a forma que indica la figura, De
eite modo y, por medio del material de perlas, se han efectuado los
siguientes calculos: 4 x 4 = (6. 6 x 4 = 24, 8 X 4 =32 5

% 4 = 20. 3 X 4 = 12, Los resultados parciales asi obtenidos se
representan : no segtin el orden de la multiplicacion, sino, segiin el
sistema decimal, v no tienen otra diferenciacion que la de decenas v
unidades. Ahora se trata, de sumar estos resultados parciales. Para
€510, se acumulan juntas todas las decenas, que en este caso son
fiueve, y aparte los bastones menores de diez, representados en este
ciso, por 6, 4, 2 y 2, para sumarlos conjuntamente, Cuando las
unidades de los bastones lleguen a sumar 10, se sustituyen por un
bastén de 10. En este caso el conjunto asciende a 14 ¥y Se sustituye
por un bastén de 10 vy otro de 4. Resultan asi diez bastones de 10
que forman inmediatamente un cuadrado de 100, quedando libre
finicamente un bastén de cuatro. El total resulta, pues, igual a ciento
Clitro.

Semejantes ejercicios pueden repetirse un ndmero indefinido de
veces y vienen a fijar las varias operaciones parciales que se han
ficumulado en el conjunto de una multiplicacién de un modo com-
pleto.

La multiplicacién ordinaria, efectuada con grandes ndmeros se-
kfin el sistema decimal, es una aplicacién de dicho andlisis. En
efecto, un ndmero decimal es la suma de cantidades pertenecientes
I las distintas jerarquias y se puede representar por sus factores,
descomponiendo dicho ndmero. Por efemplo, 2469 es igual a dos
mil, cuatrocientos, sesenta, nueve, En vez de los bastones como
nntes, se usa en tal caso el material del sistema decimal, es decir:
dos cubos, cuatro cuadrados, seis bastones v nueve perlas. Multi-
plicar este ndmero por tres, quiere decir precisamente, tomar tres
veces cada una de las cantidades representadas, es decir : (Fig. 53).
Ires veces dos cubos, fres veces cuatro cuadrados, tres veces seis
hastones y tres veces nueve perlas. (a). Entonces se suman v se or-
denan segidn el sistema decimal, (¢) grupo por grupo, comenzando
por las unidades, con la advertencia de que, a cada diez encontra-
do, desaparece el elemento de la jerarquia sobre la cual se cuenta
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y se sustituye por un elemento de la jerarquia superior y asi suce-
Sivamente,

Los pasos indican con las perlas las operaciones que se hacen
con las (‘:IFI.'RS, eés decir, se multiplica por el multiplicador cada cifra
del mu]_t-lplxcando. El hecho que esto se hace comenzando por las uni-
dades simples y acumulando, de vez en vez en la jerarquia superior,
las decenas que se van encontrando, representa la acumulacién de
dos hechos diferentes : es decir, la multiolicacién de cada elemento,
y ]}?. ordenacién de los resultados segun el sisterna decimal. El pro-
cedimiento con las perlas se puede traducir en cifras, colocando éstas,

Millares Centenas Decenas TInidades
2 8 6 0]
2 8 6 9
2 8 6 9
2%3 8x3 6x3 9x3
Fig, s4

en la posicion de su jerarquia, indicando la denominacién al principio
de la columna y, por lo mismo, emitiendo los ceros. En‘onces, se
obtiene un cuadro, que se refiere al caleulo directamente. El cua-
d}-o demuestra que si se deben efectuar multiplicaciones de varias
cifras por tres, el cdleulo en si es igual, sea cual fuese la posicién de
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estas cifras. Por ejemplo, en nuestro caso, el cdleulo de las unidades,
relativo al nueve es mds dificil que el caleulo de los millares reativo
al dos, asi se ha aislado la dificultad relativa al calculo de la multi-
plicacion. Si el ndmero a multiplicar, en vez de los millares llegase
a los millones, las dificultades del célculo serian igualmente simples
y limitadas, En efecto, en la figura siguiente esti representada la
multiplicaciéon 2864935 = 4,

Millares Unidades Simples
Millones Centenas Decenas Unidades Centenas Decenas Unidades

2 8 6 4 9 3 5
2 8 6 4 9 3 5
2 8 6 4 9 3 5
2 8 6 4 9 3 5

2x4 8x 4 6 x4 4% 4 0 x4 I x4 5% 4
Fig. 55

Si se consideran aparte las jerarquias y los cambios entre gru-
pos, que son relativos al sistema decimal, se ve cdmo, numéricamen-
te, el cdleulo es igual en todos los grupos. Entonces aparece evi-
dente que una simplificacién puede existir en el cdlculo mismo, con-
sistente en memorizar todas las combinaciones posibles que se re-
fieren a cada uno de los ntimeros hasta el diez. Esta simplificacion
es un frabajo aparte, auxiliado por el material de la tabla de multi-
plicar, material que puede ser facilitado, paralelamente, a todos
los ejercicios hasta ahora ensefiados,

Por ejemplo, en el caso citado, la simplificacién consiste en saber
en seguida, de memoria, que el cinco repetido cuatro veces da el
nimero veinte; el tres, repetido cuatro veces, doce, ete,

8 x4 =20
3 x 4= 12
2 = 35
4 %X 4 =16
% 4= 24
8 X 4= 32
PE i —

Fig. 56

Pero es necesario saber qué son aquellos ndmeros, en lo que 4
jerarquia se refiere, El veinte representa unidades simples, en cam-
bio, doce decenas: treinta y seis centenas, etc., Los dos hechos
pertenecen a 6rdenes diversas ; el uno pide memorizacion, el otro
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pide que los niimeros se sometan a una ordenacién segin los prin-
cipios del sistema decimal, No pudiendo existir un grupo de uni-
dades superior a nueve en ningtin lugar, todos los productos de dos
cifras como los productos veinte, doce, treinta y seis, etc. deben
separarse como se ve en la figura 57, Porque el dos 2 la izquierda
de las veinte unidades son decenas, como también son decenas las
dos gue pertenecen al 12 en el lugar sucesivo, mientras el uno en
las doce decenas es una centena, que va unido con las seis del nii-
mero sucesivo,

MILLONES MILLARE 5 UNIDADES SIMPLES

UNIDADES CENTENAS DECENAS UNIDADES || CENTEMAS|DECENAS UNIDADES

8 32 | 24 [ 46 |l 35 | 12 | g0
5 38
|
|
32 % | ifs | 3o 1]2 ; 2]o !
i i i !
R A AT
i ' i { ! ! :
H i i i : | E
8+3 249 444 | b%3 | 611 240 0
=1 4 5 £ . 4 a
DECEMA UNIDAD| CENTEMNA DECENA UNIDAD LENTENA PELEN A UNIDAD
11 4 5 9 7 0
S|
Hig. 57

Cuando se encuentra como producto una sola cifra (es decir, que
no fué superado el nueve) no es necesaria separacion alguna. En
tal caso, el orden se halla establecido ; entre dos lineas sucesivas de
separacion se encuentran unidades pertenecientes a la misma je-
rarquia. Entonces, estos ndmeros se suman juntos y se llega al re-
sultado definitivo. La operacién indicada en la figura 57 es la mul-
tiplicacion de 2864935 x 4 d4 como resultado 11459740,

EJERCICIOS PARALELOS. — Dividamos, por ello, en ejercicios
paralelos las dos dificultades indicadas en relacién con la multipli-
cacion,

1.* — L.a memorizacién de resultados.

2.® — Hacer féciles las localizaciones de los nimeros, segtin
fas jerarquias,

Este tiltimo ejercicio, siendo propio del sistema decimal, ayuda
en general el cdlculo en todas las operaciones.
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MEMORIZACION DE LAS COMBINACIONES

Los ejercicios analiticos deben finalizar en si mismos, y repre-
sentan cada uno una labor completa r_nés 0 menos senmlla., pero
slempre interesante. El primer ejer01§:10 paralelo para la mEmoré:
zucion de la repeticion de todos los ndmeros de uno a nueve, rel[;l
tido cada uno de una a nueve veces, es decir, el conjunto de la tg_(}%
de multiplicacién, es tan sencillo, que se puede efectuar con nif
e ¢inco afios y medio a seis. o :

MATERIAL. — El material de la tabla de Pitdgoras consta de va-
rias partes. ; :

lj)na de ellas es un cartén cuadrado que tiene cien huecos (10
por 10) en cada uno de los cuales se puede colocar una perla. E‘.nc11~
ma, encabezando las columnas verticales se hallan impresos los ni-
meros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 Qy 10. ) g

A la izhuierda ]:;uede encajarse un cartoncito que lleva escrllto
en color rojo una de las cifras citadas. Este cartoncito que haced‘as
veces de multiplicando se va cambiando ; el sistema consta de diez
artoneitos de éstos, con diez cifras. _

‘ A la izquierda ‘} arriba, hay un hueco separado que sirve pa:}*a
volocar una ficha de color, que debe alternar su pt_Jgsto, siguiendo la
operacién colocdndose encima del nidmero en accion, )

I Acompaiia al cartén una elegante cajita que contiene cien perlas
nueltas, El ejercicio que se hace con este material es senﬂ:’.:lll{mm:o‘:

Supongamos que se quiere multiplicar el 6 por la serie de r;u—
meros del 1 al 10, tendremos: 6 X 1; 6 % 25 6 X 3; 6 X 4
il ®* 5;6 x 6;6x7;6x-8;:6x29;86 %10, : PSR

IPara ello se empieza por poner en el huepo- de la izquier a el
cartoneito que lleva el ndmero 6. Al multiplicar 6 por 1 el ;mo
linee dos cosas: pone la ficha encarnada sobre e_] 1, que encal- eza
In columna y coloca seis perlas en columna vertical debajo del nd-
mero une, 2

Para multiplicar 6 por 2, el nifio pone la ficha encarnada sohre:ll

2 y ailade otras seis perlas en columna vertical debajo del 2.
multiplicar 6 por 3 hace pasar la ficha sobre el 3 y afiade seis peré
lus en linea vertical debalo del 3 ; y asi prosigue, hasta llegar a
i 10, X 3 1 1
: 11l cambio de lugar de la ficha, sirve para md.lcar c.ada VEZ el.mul
tplicador, y exige de parte del nifio una atencién siempre achv:f
una pran exactitud de ejecucién, ! b . :

J\,.I( mismo tiempo que el nifio realiza lo arriba descr:to,lesgﬂbe
lus multiplicaciones en unas hojas especiales que coloca a la dere-

vl del objeto que wtiliza para multiplicar.
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Hay preparadas colecciones que constan de cien hojas especiales,
distribuiaas en diez series, cada una de las cuales tiene a su vez
diez hojas.

Véase en la siguiente tabla una hoja preparada para multiplicar
el 3. Todo estd ya impreso, sélo falta que el nifo afiada los produc-
tos que obtendrd agregando cada vez tres perlas, como se ha des-
crito anteriormente. Si no comete errores, el nifio escribird 3, 6,59,
122, 15, 18,21 24 27 3

De este modo proseguird su ejercicio, y como de cada hoja po-
see diez ejemplares, podra repetir diez veces cada uno de ellos.

Repitiendo un ejercicio el nifio llegard a aprenderlo de memo-
ria, pero ademds le veremos usar otro procedimiento para retener
mejor las multiplicaciones ; le veremos, por ejemplo, pasearse con
una hoja en la mano llena de multiplicaciones, que lee y relee de
cuando en cuando. Es que estd estudiando: siete por seis,cuarenta
y dos ; siete por siete cuarenta y nueve..,

El material que sirve para aprender la tabla de multiplicar es
de los que mds apasiona a los nifos j llenan seis o siete hojas, una
tras de otra, y pasan dias y semanas entregados a este ejercicio, Ca-
si todos los nifios piden permiso para llevarse el material a sus casas,
La primefa vez que les fué ofrecido se produjo una verdadera revo-
lucién ; todos quertan llevédrselo, No habiendo obtenido permiso
para ello, los nifios se dirigieron a sus madres instando para que
aquéllas lo comprasen. Fné verdaderamente dificil convencerles de
que esos objetos no se venden en las tiendas, y que, por lo tanto,
no podia obtenerse. Pero los mifios no quedaron satisfechos, vy una
nifia mayorcita, que se convirti6 en cabeza de motin, exclamé ;

«La doctora quiere hacer un experimento con nosotros ; pues
bien, digdmosle que si no nos da el material de la multiplicacion,
no volvemos més a la escuelay.

Esta amenaza estaba fuera de lugar y no hablaba muy en favor
de la nifa; no obstante, habia en todo esto algo muy interesante,
y es, que esa tabla de multiplicar, que es uno de los pequerios
tormentos de los nifios, venia a ser una tentacién seductora. que
convertia en lobos los corderos.

Cuando los nifios han llenado varias veces series enteras de
hojas, auxilidndose con el material, se les ofrece una tabla para las
confrontaciones, a fin de que comprueben si en las muldplicaciones
parciales han cometido algtn error. Tabla por tabla y ntmero por
nimero comprueban si cada producto corresponde a los de las diez
columnas. Cuando han realizado este trabajo con exactitud, los nifios
poseen sus series, en la seguridad de que no hay errores.

Se copian una al lado de otra, en el siguiente modelo, las
columnas. Cuando han realizado este trabajo con exactitud, los nifios
del 2 ; debajo del 3, la del 3. debajo del 4, la del 4 ; etc,

Hecho esto, se obtiene una tabla igual a la del material que
servird de modelo para hacer las confrontaciones,
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TABLA DE MULTIPLICAR

Combinaciones

con la serie

del
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de nimeros del 1 al 10
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TABLA DE LA MULTIPLICACION

seglin la combinacién de los nhmeros en la serie progresiva

del 1 al 100
I
(R LA = el e SRR o, S [ o
IS S S i W B e 6 (B B S D
(e s A ey St B LR e B IR it Al T el
12 onuticen = SSUETD SR G S Sl S G
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e L 3 fi 12 S e e 4 6 24 5 _ 3
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PSS B T SIS T g | 2 ) 9 0. 1= 10
i e P S s ) (8 1 pi= 16 (i WL} L0 2 )
5.3;13'?_3=zl 8 Sae ol = 10 3= S0
6o i ERRNN T = e NS 4= 3 | p , 4=1736 10, .4 - 40
6« 5= 30| 7 5= 35| B 5— 40 (G e b 0. 5— 50
fonfi= BB T (Fes b 6= 48 9 , 6= 54 10. 6= 60
AR b | = ST 7= 56 C)n ) e Lo fey e FE S
R f ot T 56| 8 8 — 64 9 g 10, 8= 80
IR SRR B B R I (- T B e | 10, 9 90
B . 0= 80| 7 .10~ 70| 8 : f0— 80 08 . |0 90 10, 10 = 100
|
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TABLA DE PITAGORAS

TABLA DE MULTIPLICAR CON TODOS LOS PRODUCTOS

El nifio posee ahora la tabla pitagérica como el resultado de
muchos trabajos parciales y serd fdcil ensefiarle a «leerlan, como
una tabla de multiplicar, pues la sabe ya de memoria. Podr4
entonces llenar de memoria con los productos los lugares vacios ;
In tnica dificultad que tiene que vencer consiste en reconocer en
cudl casilla, que corresponda al mismo tiempo al multiplicando y
4l multiplicador, tendrd que escribir el ndmero. En el material
completo se hallan diez modelos en blanco para ila tabla de Pitigoras,
Cuando el nifio es duefio de entregarse a estos ejercicios cémo y
cnando quiere, y los ejecuta todos, puede afirmarse que ha aprendido
la tabla de multiplicar,
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TABLA RESUMIDA DE MULTIPLICAR
(conjunto de resultados dispuestos en columnas)

1 4 3 4 3 || 8 9 | 10

2 4 6 8 |10 |12 |14 [16 |18 | 20

3 6 9 12 [ 15 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30 . !
T~
41 8l12| 16|20 | 24| 28| 32| 36| 40
5|10 15 (20 [25| 30|35 |40 |45 |70 ©
ST ST ST,
6 |12 (18 [24 | 30 [36 |42 |48 |54 | 60 SARNTIREE A
s
7 114 |21 |28 |35 |42 |49 |56 |63 | 30 &8
I 1 1] L] 1
8 116 (24 |32 [40 |48 [56 [64 | 72 | 80 e ot e e
n O M o0 o
911827 |36 |45 |54 |63 |72 |81 |90 }‘D
- .
._ = ﬁ' = I 1} LIS 1T
10 | 20 | 30 | 40 [ 50 | 60 | 70 | 80 | 90 [100 B Q‘i ‘i Ny
| (Tal L I EE N G o
o" 1
i i 7 T i) 1)
Simplificacién de la tabla de multiplicar N SR R
My e (Vo' O [ =0} =2
Sentado que el orden de factores no altera el producto, y que F‘T
para la memorizacién es el producto lo que precisa tener en cuenta, q i 0 i T i I |
la tabla 'de multiplicacién puede simplificarse incluyendo en ella ‘ S A PR R Ry b
solamente los productos distintos, Ahora bien, la mayor parte de (et ne s e e e SR
los productos estdn repetidos simétricamente por encima y por
debajo de aquellos que se encuentran a lo largo de la diagonal que = .
va del uno al ciento; a lo largo de dicha diagonal se encuentran Y R T i P ) (o LTy o
los productos del nimero multiplicado por si mismo, es decir, los 3w S x X b X
cuadrados de 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Eliminando las repeticiones L e i e I T sy O oy

simétricas resulta la tabla N (fig. 58) donde, para cada ntmero,
estdn las sucesivas combinaciones con la serie natural de los
nameros hasta el cuadrado del que se considera; por ejemplo, en
la misma linea se encontrard horizontalmente :

(Tabla N)

Fig. 58
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2 X 1=2;2 x 2=4y debajo
3 X 1=3;,3%X2=06;3x3=09 y asi sucesivamente.

Continuando la serie natural de los niimeros hasta el nueve se
da lugar a todas las combinaciones posibles, necesarias para el
cdleulo. En efecto; si se sobrepasa el cuadrado de un nimero, por
ejemplo, el cuadrade de tres, la combinacién sucesiva 3 X 4 no es
sino la inversa de las combinaciones que hace el 4 antes de llegar
a su cuadrado, y por esto estd incluido en aquella serie como pro-
ducto de la multiplicacion del tres por el cuatro. Ello estd represen-
tado en la seccién A. de la tabla N, En esta se hallan las indicaciones
neccsarias para encontrar las combinaciones de cada niimero después
de st cuadrado, descendiendo en sentido vertical hasta el plano del
nueve. Las combinaciones inversas donde el nimero que hasta el
cuadrado era el multiplicando, se convierte en multiplicador, pueden

11
1
2.'!.
2 4\ b
3
sl e|9)
41
4| 8| 12 19 :
5
“-\
5| 10|15 | 20( 25
Byt
6| 12| 18| 24| 30| 36 2]
\
7|14 21| 28| 35| 42|49
S
8|16 | 24| 32| 40| 48| 58 |64 &
9| 18| 27| 36| 45|54 | 63|72 sﬂ

Fig sy
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leerse en sentido inverso, yendo de derecha a izquierda y leyendo
en cambio, 4 x 3, 5 x 3, etc., 3 X 4, 3 x 5, etc,

Las combinaciones que precisa memorizar son 45.

Escribiendo juntos los productos sélamente (es decir sin los
factores) se obtiene la seccién B de la tabla N. Esta es la completa
simplificacién de la tabla Pitagérica, primeramente, porque se
detiene en el nueve, y ademds, porque indica solamente las combi-
naciones hasta los cuadrados.

Para facilitar la leotura, los nimeros que representan los cuadra-
dos estan escritos con colores diversos y delimitados por una linea
curva, mientras en relacién con cada uno, estd escrito con caracteres
pequeiios el niimero del cual representan los cuadrados.

Dada una multiplicacién por sus factores, por ejemplo 3 X% 7,
para buscar el producto en la tabla, precisa tener en cuenta que 7
©s mayor que 3, y por fanto, su producto se encontrara en la linea
vertical. Basta entonces partir de la linea del 3 cnadrado y llegar
hasta el plano del 7, lo que limita la zona de investigacién. Sea, por
ejemplo el producto 6 x 8; siendo 8 mavor que 6 basta partir del
cuadrado de seis v descender verticalmente dos puntos para hallar
el producto. También para la operacién inversa, esta tabla facilita
la labor. En efecto, queriendo multiplicar 8 % 6, el espacio corres-
pondiente al seis estd inmediatamente préximo y visible, porque el
punto de partida que se encuentra es siempre el cuadrado de los
niimeros mismos,

La tabla de multiplicar asi simplificada, en beneficio del cdlculo,
te puede integrar comple‘ando todas las combinaciones, distinguien-
do, sin embargo, los que estdn mds alld de los cuadrados (que son
una repeticién simétrica, casi una imagen vista en un espejo) con
nimeros todos iguales, como 1na sombra de las combinaciones esen-
ciales. Tal estudio de observacién es distinto del ejercicio necesario
para la memorizacion de los resultados,
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Hemos dicho anteriormente, que eran dos las dificultades a su-
perar en la multiplicacion ;

a) la memorizacién de los productos, que se ha alcanzado
con la serie de ejercicios descritos.

b) el rdpido conocimiento del Iugar ocupado por los mismos
seglin el valor que representan, es decir, segiin las jerarquias.

Por lo que se refiere al lugar, no es ya necesario considerar los
wvalores efectivosy esto es, la cantidad real correspondiente a la
cifra.

En todos los ejercicios desarrollados, hasta aqu{ jugaban can-
tidades reales, sea en cubos, cuadrados, bastones de 10 y perlas
sueltas, tanto en el sistema decimal, como en los agrupamientos
de bastones.

EL LUGAR SEGUN LAS JERARQUIAS

En estos ejercicios no entran yva las cantidades efectivaments
representadas por los objetos (cubo, cuadrado, ete.) y que escin-
diéndose o uniéndose demuestran en la realidad cuantitativa los
cambios gue se hacen seghin el sistema decimal, o grupos esparci-
dos en un plano que se reunen en una torre de cubos; todo este
material atrayente no entra en juego. Aqui, solo se estudia la
posicién del ntimero, posicidn que es relativa al «lugar» y no a la
cantidad,

Asi, por ejemplo, existen en la sociedad un rey, un ministro,
un gobernador, un simple cindadano, Todos ellos como hombres,
son iguales, pero es la posicién social la que les distingue en su
valor administrativo.

Igual sucede con cualquiera de las nueve primeras cifras, que
pueden significar humildes unidades o pueden representar millo-
nes; es el puesto que ocupan el que hace reconocer su valor «re-
lativo a su posiciény.,

Hemos de encontrar, pties, tun material gue difiera por la posi-
cién y no por la cantidad v para ello recurrimos a representar la
cantidad bajo forma de «simbolosy.

Mas para indicar el valor de los simbolos. precisa resumir y
esclarecer las cantidades efectivas que en ellos quieren represen-
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tarse, Estos ETUpoOs representan una agregacion de forma geome-
trica,

En efecto, la perla, un cuerpo sensiblemente igual en las tres
dimensiones, représenta un punto; el bastén una linea ; el cua-
drado ung superficie. La linea respecto al punto, estd determinada,
porque constan de diez puntos, uno debajo de ofro, (Una linea es
un punto que se desliza dejando tras si una huella). El cuadrado
esta constituido por diez bastones de uno junto al otro y se forma,
como si la linea se desplazase en un trecho igual a su longitud,
dejando huella (Ag. 60).

i A G D

o

Fig. 6o

Estos tres grupos estdn constituidos por unidades Simples.

Una unidad simple.
Diez unidades simples,
d Cien i n

Cuando de] cuadrade de perlas se pasa al cubo, sucede que se
depositan uno sobre otro, diez cuadrados. aumentando de nivel. E|
cubo es igual en sus tres dimensiones como lo era la perla,

Ahora las tres jerarquias de las unidades simples estdn sobre
el mismo plano, Si se colocase una pequefia tabla sobre las tres,
se mantendria horizontal, apoydndose sobre el €spesor correspon-
diente a una,

El cubo, en cambio, se ha elevado diez planos, Igual en las
fres dimensiones, se e puede considerar como una unidad colosal
perteneciente a un plano superior,

Si colocamos diez cubos, uno debajo del otro, se puede obtener
una linea decimal relativa a esta nueva unidad que corresponderia
a 10,000 unidades simples o a diez unidades de millar,

Si después colocdsemos, constituyendo un cuadrado, diez flas
de diez cubos, se obtendria un cuadrado colosal hecho con cien
cubos de perlas (cada une de 1.000). es decir, un cuadrado cuyo
valor es de 100.000 unidades simples, o sea de oien unidades de
millar (fig. 61).

Estos tres grupos hechos de 1 cubo
N 10 cubos
w100 cubos
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pertenecen al mismo nivel, que es la altura dfel cubo. Si se colocase
sobre los tres objetos una tabla, se apoyaria sobre todos ellos y
quedaria horizontal, Tales grupos, pertenecen al mismo nivel.

Si tuviéramos diez cuadrados, como el construido con cien cubos,
Y se pusieran uno sobre otro, hast_a constituir un cubo monumen-
tal, se pasaria a otro nivel que asciende de repente en diez alturas

de cubo. Este gran cubo construido con la supergosicién_de diez
uadrados de 100.000 perlas cada uno, representaria el millén (fi-

guras 62 y 63).

Fig. 63

Este seria la unidad de millén que ha ascendido al nivel dt_: los
millones y, en dicho nivel, se formarian, segﬁ_n el agrupamiento
decimal, la linea de los diez millones y de los cien millones. Y asf
sucesivamente se proseguiria hasta el nivel del millar de m1l]one§,
donde la unidad altisima e inmensa, tendria el valor de 1.000 mi-
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llones, estas unidades sucesivas en los grupos de tres cifras, se

llaman, después de los millones : billones, trillones, cuatrillones, etc.

Lo que hay que tener siempre presente, es este triple agru-
pamiento,

Punto,

Linea.

Cuadrado,
que siempre se repite, pero en niveles diversos, y que la unidad
que resulta de la elevacidn del cuadrado precedente, es g que
determina el nivel de los tres Zrupos.

Ahora, pues, los numeros tienen diverse valor segiin su posicion
Y se distinguen vendo de derecha a izquierd i unidades, decenas,
Centenas, Cada fres cifras, un €spacio, un signo cualquiera de se-

Millones :de millar 08 Simples %

unidades centenas decenas unidades centenas'decenas unidades

Las cifras que representan valores se distinguen y se leen por
Brupos, esto es, centenas, decenas, unidades. Si las centenas, de-
€Cnas y unidades se refieren a unidades simples, se dice el nimero
Sin afiadir titulo ; si se trata de millares se afiade ol titulo mil v si
Se tratase de millones se afiadiria g palabra millsn, Para aprobar,
Para afirmar, se dice siempre si: si ge trata de una persona sin
Importancia se dice si simplemente, si se trata de unpa persona de
calidad se dice, s sefior, si se trata de una elevada au‘oridad se
dice, si, Excelentisimo Sefior,

Pues bien,

., 1.853.625.934 se dice :
m}l ochocientos cincuenta y tres millones, seiscientos veinticinco

Ahora bien; si Ia unidad simple se escoglera tan pequefia, que
tuviera la altura de un milimetro, el ciento seria un cuadrado de
un centimetro de lado Y un milimetro de espesor,

El millar tendria la altura de un centimetro.

El millén de diez centimetros,

El millar de millones de un metro,

eyendo, pues, el siguiente nimero, se dirg

223.223.223

doscientos veintitrés millones.

doscientog veintitrés mil.
doscientos veintitrés,
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Mis alld del grupo de tres que se refiere a los millones se asciende
Il nivel de los millares de millones ; el millar de mlllon;_es e5 como

Se puede imaginar que la proporcién continda hasta el infinito
Y en tal caso, después de los millares de mill6n, vendrian las decg—
nas de millar de millén, las centenas de millar de millén, el bi-
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lI6n, etc. Ahora precisa recordar, que las cifras son siempre nueve,
las categorias son ires, pero las castas, dw:d}das.ngldamente Y per-
tenecientes a niveles distintos, pueden ser infinitas,

He aqui representados en el cuadro a_djunto ,(ﬁg. 6:4) los lugares
correspondientes a las cifras, segun las Jerarquias decimales de los
nimeros, Aquel 8 afin cuando sea un simple 8, se encuentra en el
lugar de las decenas de millén y representa, por lo tanto, 80 millo-
nes. Aquel 9 a la derecha, es un nueve como otro cualquiera, pero
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atin cuando parezca mayor que ocho, supone mucho menos, toda vez
que estd en el lugar de las centenas simples y tiene un valor de 900,
El uno que parece el mener de todos aquellos nimeros se encuentra
en el tercer lugar de los millares y tiene por ello un valor de
100.000. El 2 gue se encuentra mas a la izquierda y nada menos
gue en el lugar de los millares de millon, representa 2.000 millones
y esta en el umbral de los nidmeros fantdsticos,

El valor, pues, esta dado por el lugar que ocupan las cifras y
cada lugar estd rigurosamenie determinado.

Ahora bien, no existiendo un cuadro indicador como el aqui
usado para demostrar el lugar de las cifras scoémo se puede reco-
nocer el grado de cada una? Es evidente que si el Rey estd sen-
tado sobre el trono y el Presidente sobre el sillén de la Presidencia
del Consejo de Ministros se reconoce inmediatamente su jerarquia,
como sucede en las cifras citadas. Estd escrito encima decenas de
millon y el 8 que se encuentra en aquel espacio que las lineas se-
paran se reconoce en seguida por su alto valor,

Pero el Rey y los ministros, ain cuando vayan sin trono y sin
sillén, son siempre rey y ministros, Asi sucede con las cifras, y por
eso debe indicarse siempre el puesto que ocupan, porque €s ese
puesto precisamente el que indica su valor. Los puestos vendrdn
indicados por los ceros y mientras mds ceros acomparfian a una cifra
mds importante es ésta, Asi, por ejemplo, el 8 de las decenas de
millén estard precedido en primer lugar por los tres ceros de las
unidades simples y después por los tres ceros de los millares y tanto
el primer grupo como el segundo, de tres ceros, estaran separados
entre si. De igual modo el grupo de los millares se distinguira del
de los millones, y en_este dltimo grupo el 8 ird precedido de un
cero, que indica las unidades de millén que faltan,

Aquel 8, pues, se ha separado del cuadro y se escribe asi:
80.000.000 y se lee ochenta millones.

Si se volviesen a escribir todas las cifras que hemos sefialado
en el cuadrado, no tendriamos, sino, (que colocar ceros segidn las dis-
tancias que las separan de las unidades simples, y segfin los lugares
vacios que quedan entre una y otra, separando siempre entre si los
grupos de tres.

2.080.100.900

En este caso estdn indicados
dos millones (o dos billones)
ochenta millones
cien mil
novecientos

Si un gran ndmero comprende la presencia de todas las cate-
gorias que preceden a la cifra mds alta, las cantidades estdn indi-
cadas por el lugar que ocupan. Por ejemplo 25.847, veinticinco mil,
ochocientos cuarenta y siete. Estos ntimeros se nombran distinta-
mente uno después del otro, como podriamos decir cuatro iglesias,
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cinco palacios, nueve casas, tres cabafias y se pueden escribir se-
paradamente

veinte
vy mil 20.000
cinco | 5.000
ochocientos 800
cuarenta 40
¥
siete 7

Asi, por ejemplo, el ntmero siguiente 2.462.938 que se lee
enumerando las cifras segfin su rango y comenzando por la de
mds valor, se puede escribir

dos millones 2.000.000
cuatrocientos | 400.000
sesenta v , mil 60.000
dos 2.000
novecientos 900
treinta y 30
ocho 8

Ahora no se leg cifra por cifra, sino grupo de tres por grupo de
tres, dando al grupo entero después de haber nomonrado las cifras
que a €l pertenecen, el titulo que tienen comin. Asi pues, no se
dice cuatrocientos mil, sesenta mil, dos mil, sino cuatrocientos se-
senta y dos mil.

Como dirfamos : Sus majestades el Rey v la Reina.
o también ; Sus Excelencias los Ministros de Goberna-
cion y Estado,

- Las explicaciones dadas, sobre las jerarquias decimales de los
nameros, son solamente una introduccidn, como seria el brillante
anuncio de un espectdculo, para asistir al cual, precisa, sin embargo,
entrar y permanecer largamente inmdviles durante su desarrollo.

_ El nifio no aprende oyendo una explicacién, profundiza el cono-
cimiento solamente siguiendo un trabajo activo, v con frecuencia, se
ejercita larga y pacientemente sobre la misma cosa (ya compren-
dida), lo que manifiesta una actitud mental, una necesidad psiquica,
que hasta entonces no habfa sido tenida en cuenta,

Nosotros, pues, ofrecemos un «materialy para los ejercicios in-
dividuales sobre las jerarqufas de los ndmeros. Las unidades estdn
representadas indistintamente por una perla y las perlas son de tres
colores diversos segiin representen 1,10, 100 de los grupos que

8
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tienen el mismo nivel. Estdn unidas por un hilo de a_\lJambre 4 un
marco o bastidor, y ello fija y hace distinguir su posicion.

Este material estd constituide por bastideres que tienen el_ as-
pecto corriente de los que sirven para apr.encler a contar. El primer
bastidor llega, s6lo a comprender las umdz.lde*s de millar y, el se-
gundo, se extiende hasta las unidades de mlllpn. o

El bastidor de los millares tiene cuatro hllo:_g transversales fijos,
sobre cada uno de los cuales hay enfiladas diez perlas. Los tres
hilos superiores son equidistan.te‘s, pero entre el tercero y el oualrto
existe un espacio mayor. También, en el marco se distinguen los
grupos, v en el trozo correspondiente a los tres hilos eqmdlstaptes‘
tiene su color distinto (més claro) que en aquel donde se fija el
cuarto hilo mds distante.

| MILLARES | STMPLES

C

( miLLoNeSHl MILLARES [l SIMPLES

Fig. 66
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Las perlas no tienen el mismo color. Los tres hilos tienen cada
uno perlas de color distinto que las del otro hilo ; las primeras son
rojas, las segundas azules, las terceras amarillas. En el cuarto hilo
separado, se vuelve al color rojo.

Rojo-unidades

Azul-decenas

Amarillo-centenas

Analogamente se ha construido el bastidor de los millones don-
de existe un grupo de tres hilos separado de otro grupo de tres hilos
que a su vez se separa del dltimo hilo,

Pero los dos grupos de tres hilos tienen en correspondencia los
mismos colores, rojo, azul, amarillo, El marco donde se fijan los
hilos es de color diverso en correspondencia con los dos grupos de
tres, asf como con el tiltimo hilo.

Sobre un lado del marco estd indicado el valor de cada nno del
grupo : unidad, decenas, centenas, En el otro lado estd indicado el
nivel del grupo: millares, millones.

Acompafian a los bastidores trozos de papel rayados adecuada-
mente, con indicacion del puesto de los nidmeros segln las jerar-
quias. .

LA COMPOSICION DE LOS GRANDES NUMEROS

pE U pp. 1 oe i ope !
MALLONES MILLARES | SIMPLES  MALONES!MILLARES] SIMPLES
: -

i3 { 342 149
;I: Y L ig ‘:t | mffmﬁsig SIMPLES MILLARES | SIMPLES
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fi Si en el bastidor se colocan las perlas como indica la figura,
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se compone el nimero 2435.
| lo-e-0-a-8—
- e——
-
Fig. 68
Este se compone de 2 (del 1000)
4 (del 100)
3 (del 10)
: 5 (del 1)
67lo que es igual 2.000
400
30
5

y considerando las perlas una a una, tendremaos :

Las perlas del bastidor son, pues, .sifnbolos de los valores, Las
perlas rojas de las unidades simples, indican cada una, una uni_dad.
como lo indicaban las perlas sueltas. Las perlas azules del mismo
grupo, tienen, cada una, el valor de una decena, como uno de los

=

1000 )
( 2.000
1000 )
100 )
100 )
100 (400
100 )
10 )
10 ( 30
10 )
1)
1)
1 5
)
1)
2435
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bastones de diez. Cada perla amarilla tiene el valor de un cuadrado
(:e 1010 y cada perla roja del cuarto hilo, tiene el valor de un cubo
e 1T,

Aqui es la posicion ]a que indica el valor y no la cantidad efec-
tiva.

El primer ejercicio lo comprueba y consiste en desplazar una a
una todas las perlas del bastidor escribiendo el nidmero de las su-
cesivas acumulaciones en el papel correspondiente, Se desplaza
una perla y se escribe el uno, se desplaza otra, haciéndola correr
liasta que se una a la anterior, y se escribe el 2 debajo del uno y
asi sucesivamente. Después de haber desplazado la novena perla,
(queda una todavia, pero desde el momento en que ésta—Ila déci-
ima-—se coloca junto a la novena, todo el conjunto va desplazado al
ofro lado, como estaban antes de comenzarse el ejercicio v en vez
de las diez perlas de arriba se hace avanzar la primera perla azul
de las decenas.

Sobre 1a hoja se escribe 1, pero debajo de la indicacién de las
decenas v se continuan desplazando una a una las perlas de las
decends eseribiendo los ntimeros uno debajo del otro hasta el nueve,
ul llegar al cual, se reproduce el mismo hecho de desplazamiento de
lodas las decenas y de avance de una perla de la centena,

Asi las nueve cifras se escriben una debajo de otra desplazando
slempre un espacio las cifras sucesivas.

5i ahora se ponen ceros en los lugares vacios, se comprueba,
como éstos indican precisamente estos desplazamientos, convirtien-
do las filas sucesivas en 10, 20, etc., 100, 200, etc.

Habiendo puesto los ceros se hace infitil la separacién indica-
dorn : la relacién entre los ntimeros

10
20
30, ete.

100

200

a00, etc.

(Hstd claramente colocada con la posicion 9 se refiere al valor
o lns perlas de diferentes rangos en el bastidor.)

Todos los ejercicios que pueden hacerse con los bastidores, re-
luerzan el estudio de las «posiciones» en relacién con el valor re-
litivo de los niimeros.

Dichos ejercicies sirven para ilustrar uno de los detalles del
dstemn decimal y forman parte del estudio de dicho sistema, Pero
1en qué pueden consistir dichos ejercicios? Evidentemente en des-
plnzamientos, composiciones, descomposiciones y sustituciones, esto.
oh o en la formacién de los grandes nfimeros en las operaciones
nrltméticas.
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No hay ninguna mayor dificultad en desplazar o contar las per-
las en la cuarta fila que en la primera. Ni es mds dificil hacer re-
troceder toda la fila del 100 para substituirla con una perla del
1000 que hacer retroceder toda la fila de las unidades simples para
substituirla con una perla de las decenas,

Por lo tanto, no serd mas dificil el cdlculo con los grandes ni-
meros si su posicién es bien clara.

Por ejemplo: 1.600.0000 v 16

1 1 o g ———— — — —

10| 10-*

100 100
el e [ 1

10 MILLARES{ 1D

10080000 ——— 100
M MILLONES

1.600.000 16
Fig. 6g

LAS OPERACIONES ARITMETICAS

Si queremos sumar los ndmeros 2.384.265
+ 6,216,324

se realizard, evidentemente, una acumulacién de perlas de todas
las filas

2.384.265 + 6.215234 = 8.500.580
Fig. 70

La suma total se lee contando las perlas resultado en cada fila,
que son
8.000.000
500.000
90,000
9.000
500
80
9

Ahora bien: si la suma hace acumular un grupo de diez perlas,
éste desaparece retrocediendo completamente y, en su lugar, avanza
una perla del valor superior.
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q oo
08ooa o-oe 8o c oo —
10! = o & =

— Mi
850 4+ 348 = 1108 1198 = 1.000
10
90
8
Fig. 7z

SUSTRAGCION

La sustraccién se lleva a cabo sobre el bastidor de modo que se
obtenga lo que queda de la cantidad primitiva después de haber
sido disminuida en el sustraendo. Por ejemplo :

8649 — 4236

T

-9 ®

Fig. 72
8.649 — 4.230 = 4413

Se ha llevado a cabo la sustraccién en cada una de las filas.

8000 — 4000 = 4.000
600 — 200 = 400
40 — 30 = 10
gii— (& = 3

Si la sustracién no se puede realizar tan facilmente, porque en
cualquiera de los hilos existe un ndmero de perlas inferior al que
se debe restar, se comienza por quitar todas las que se encuentren
en el hilo v, después, se vuelve a colocar en el hilo vacio un grupo
entero de 10 perlas, después de haber quitado una perla del valor
superior.

Por ejemplo 7456 — 1832
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7.456 = 1.832 == 5.624
Fig. 73

La operacién se realizé en la siguiente forma ;
6—2=4

Oi=130F =420

En la fila de las centenas se quitaron, primero las cuatro perlas
existentes y, las otras cuatro perlas, se tomaron de una fila entera
de 10 que representa la sustitucién de las perlas de los millares
que se ha quitado.

Es decir, que primero se hizo 4 — 4 = @

después 10 —4 = 6

Mientras tanto, los siete millares se habian convertido en seis ¢
como de éstos habfa que restar el millar del sustraendo, guedan cin-
co millares solamente,

MULTIPLICAGION

Las multiplicaciones que se refieren al «lugarn, y por lo mismo
al «valorn de los nimeros, son aquellas que los desplazan de uno
a otro grado decimal ; esto es, la multiplicacién de un ndmero por
10, 100, 1000 etc. Multiplicar por 10 el ndmero 4 indicado en el
bastidor menor (fig. 74) quiere decir obtener cuatro decenas en
vez de cuatro unidades ; las unidades al ir al lugar adquirido dejan
cero, es decir, el vacio, en el lugar que ocupaban antes. 40,

Si se encuentran en la fila de los millares y quedan vacios los
espacios de orden inferior, serdn 4000.

Esta dltima es una multiplicacién de decenas por centenas. Los
espacios vacios se han sumado -

10 % 100 = 1000
v 40 % 100 = 4000

Los espacios indicados se expresan al escribir el nimero con

otros tantos ceros, =
Sea ahora 50 x 1000, Cada uno de los valores se desplaza
tres espacios manteniendo la posicién reciproca, es decir, el tres
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vii a la linea de las unidades de millar y el cinco a la de las dece-
nus de millar. El desplazamiento de los tres espacios se indica en
vifras afiadiendo tres ceros,

53 x 1000 = 50 x 1000
e OO0

= 50.000 + 3.000 = 53.000

*Si ahora este mimero se multiplica por 100 se desplaza otros
dos espacios conservando siempre entre los componentes la rela-
liva posicién : 5.300.000 (Fig, 75).
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Estos son los ejercicios que pueden repetirse indefinidamente y
que representan un estudio directo de las uposicionesn de los ni-
meros.

Los ejercicios de desplazamiento acompanados de la escritura
hacen casi mecdnico el cdlculo. Multiplicar por 10, 100, 1000 etc.
quiere decir desplazar y por lo mismo afiadir uno, dos, o tres, ceros
al nimero primitivo.

MULTIPLICACION DE GRANDES CIFRAS SOBRE BASTIDOR

Los ejercicios de multiplicacion de grandes cifras sobre basti-
dores, hacen clara la separacion de las dos dificultades explicadas.

Los nimeros deben prepararse en forma que toda la operacién
quede reducida a la multiplicacién entre dos cifras (tabla de mul-
tiplicar), pero lo mds laborioso serd determinar las filas de perlas,
en las que hay que llevar a cabo el desplazamiento.

Es necesario para ello, determinar un orden como quien des-
liga cosas intrincadas y dispone separadamente cosas mezcladas,
Para hacerlo, precisa recordar varios conceptos que fueron desa-
rrollados en ejercicios paralelos de preparacién.

Queriendo multiplicar 2847 x 4 hay que repetir cua‘ro veces
cada uno de los niimeros representados por las cifras.

Las multiplicaciones son :

=1 = 00 DS
W AEK

S

Pero sen qué nivel o fila?
El niimero, realmente, es la suma de :

2000 2 (1000)
800 8 (100)
40 4 (10)
7 (7S]

Por lo tanto, las multiplicaciones deben colocarse asi ;

C: e e R S sobre la linea del 1000
A T e e sobre la linea del 100
e T T id. id. del 10
AL e id. id. del 1

Llevdndolo a cabo sobre el bastidor
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Habiéndose formado un diez sobre la linea del mil, desaparece
la fla y, como consecuencia, avanza una perla en la linea del
10.000

El producto se lee, deduciendo de la disposicion de las per-
las: 11.388. ;

En cualquier forma en que se muevan las perlas, bien sea co-
menzando por las unidades, los millares o, a saltos, se obtiene
siempre el mismo resultado, porque el producto no depende de la se-
rie de los valores, sino, de la posicién de éstos. Con tal que cada
una se cologue en el lugar que le corresponde, el resultado es justo
y Seguro.

Es como si en un teatro existen palcos regios, palcos para el
cuerpo diplomdtico, butacas numeradas v entradas de paseo. El
orden de los espectadores no dependerd del hecho de entrar antss
o después, sino de que cada uno se coloque en el lugar que le
corresponde,

Esto no se puede revelar efectuando las operaciones con cifras
escritas, porque las sumas parciales, sin el orden que comienza de
los valores inferiores hacia los superiores, no se podrian adicionar
sin tachaduras y confusiones, Por ello, en la multiplicacién con
cifras aparece, como esencial, el orden de éstas, mientras que lo
linico esencial es la colocacidn segdn las jerarquias.

Veamos ahora una multiplicacién donde el multiplicador es de
dos cifras :

342 x 36

Cada ntmero del multiplicando debe ser multiplicado por cada
niimero del multiplicador ; es decir, se deben multiplicar todos por 3
v después, tados par 6. Son, pues, dos erupoes, el del 3 v el del 6
se debe representar asi:

3 w3 =0 G % 3 = 18
3 x4 = 12 fx 4 = 24
3 x 2 =196 e B = 13
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y por lo mismo dos multiplicaciones distintas del nidmero 342,
¢Sobre qué fila de perlas se deben colocar aquellos productos?
Para esto precisa hacer el anilisis de valores.

Los ntimeros son -
30 x 300 6 % 300

30 x 40 y 6 x 40

30 x 2 (8] e

En el grupo del tres se tienen dos operaciones diferentes por-
que 30 es igual a 3 x 10 y la multiplicacién por 10 significa el
desplazamiento de una linea.

Por esto, el grupo del tres por lo que a los valores se refiere,
se debe representar asi :

3 x 3000
Bex 106
3 X 20

Los grupos, pues, se colocan del siguiente modo :

3 x 3 (sobre lg linea del 1000)
et 0 N 100)
B R R, 1) 10)
6 x 3 (sobre la linea del 100)
(10 pra A ) 10)
(B i ) » 1)

Lo importante, es que los productos indicados por las cifras
vengas colocados en el lugar indicado por los valores.

Se pueden hacer primeramente, todos los desplazamientos re-
lativos al grupo del 3 y después, todos los relativos al grupo del
6 o viceversa.

De este modo obtenemos un producto parcial 10.260, sobre el
cual, se acumula el producto del otro grupo.

i kil
34 4 =12
3+3= 09

Fig 7
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In el segundo producte (fig. 78) se producen dos cambios sobre
lns lineas del 10 y del 100.

Il producto total estaria sobre el marco como en la (fig. 79).

Las perlas que sefialan el producto final indican el ndme-
ro 12.312.

Se puede hacer una simplificacién en la labor descrita, es de-
cir: se pueden agrupar todas las multiplicaciones relativas a una
flla o—lo que es igual—colocar juntas todas las multiplicaciones
relativas a un solo valor.

Linea del 1000. — 3 x 3 = = 9
18— 3 e S eGSR 0 e g — ()

10, — 3 x 2:;6 x 4 = 6 + 24 = 30

Lo — B % 2 = = |2

il producto, después de un cambin efectuado en la fila de 1000,
ha resultado 12312 (fig. 80).

12

30
30

12

Pig. 8o
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Estos ejercicios que representados por fguras parecen compli-
cados, se convierten en sencillos y atrayentes, sobre el material,
donde cada vez que se forma una fila entera de 10 desaparece real-
mente vy es sustituida por una perla en la fila sucesiva, demostrando
que las cantidades se sutilizan a medida que van encamindndose a
valores mds altos,

Representames ahora una multiplicacion muy grande :
2836 x 324,

2.000 300

0088 3 {20

30 ) ( 4

6

2000 x 300 200.000 x 3 3 x 2 (linea del 100.000 )
800 x 300 80,000 x 3 e 18y o 10.000 )
30 x 300 3.000 x 3 1k Sl Y, ) 1.000 )
6 x 300 600 x 3 F bzie AN b 100 )
2000 x 20 20.000 % 2 2 x 2 (linea del 10.000)
800 = 20 8.000 x 2 2 X I8y » 1.000 )
30 x 20 SO0 R e el ) » 100 )
6 x 20 60 = 2 e (B » 10 )
2000 x 4 4 x 2 ( linea del 1.000 )
800 x 4 4 X 8 ( » » 100 )
G A e e O (R » 10 )
6 x 4 4SS Se IR TNy, » 1)

Se pueden efectuar los desplazamientos sobre el marco-en tres
tiempos sucesivos, segin los tres grupos indicados en su coloca-
cién respecto a los valores: o también se pueden reunir los grupos
del mismo valor v efectuar un solo desplazamiento,

linea del 100.000 : 3 X 2 = 6 = 5
no» 10.000 : 3 x 8; 2 x 2 = 24 + 4 = 28
bE 1000 + 3 % 3,2 %X 8;4 x 2.0 + 16 +8 = 83
R 100 = 3 X 6132 % 3: 4% 8=18 + 6 + 32 =06
» » HO: 26 e B 2 e = 24
HE ) [RsRed S gt it = = 24

El producto total indicade en el marco es 918.864.

Las descripciones efectuadas hasta ahora, tenian por finalidad
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Fig. 8r

vl estudiar separadamente los elementos gue concurren en ia ejecu-
cion de una multiplicacién de grandes cifras.

Iin el material siguiente, en cambio, se realiza la multiplicacién
de modo, que el orden de sucesidn en las varias operaciones con-
clirrentes sea, como lo es, en el procedimiento corriente donde
lns cifras, permaneciendo escritas, no pueden desplazarse vy
ello estd originado por un factor que se refiere a la ejeuccién prac-
tlea del cdleulo escrito v no a la esencia misma del juego de los
nimeros en la multiplicacién : el otro factor siendo el pasaje de
wripos segin el sistema decimal : es decir, empezando por las uni-
dides simples v desplazando en un conjunto con el cdleculo,

(o el Wol e el e liien i Hop o)

Fig. 82

I\l material consiste en un marco donde los hilos (fig. 82) estdn
volocados verticalmente, sin la distincién, de grupos de tres, esto es, -
¢quidistantes y en ndmero superior a siete (hasta las centenas de
millon). En cada hilo estdan enfiladas 10 perlas sin distincion de
rn:urcs. es decir que las perlas de todos los hilos son del mismo
color, =

lLas perlas se bajan desde la parte superior cuando se desplazan
pira efectuar la operacién y a cada hilo corresponde, en un pequefio
vje transversal en el fondo, un cero.
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A la derecha, sobre el marco, hay un pequefio hueco redondea-
do donde se coloca cada vez la cifra relativa al multiplicador en
accién,

Unido a este aparato hay varias fajas de papel con pequefias
subdivisiones que indican la distancia entre uno y otro hilo. Sobre
el papel, y teniendo en cuenta dichas distancias, se escribe el mul-
tipﬁcando comenzando por la dltima cifra relativa al multiplicador
en accion.

Unido a este aparato hay varias fajas de papel con pequefias
subdivisiones que indican la distancia entre uno y otro hilo. Sobre
el papel, y, teniendo en cuenta dichas distancias, se escribe el mul-
tiplicando comenzando por la dltima cifra de la derecha (unidades
simples). ;i

i 8 32656 |

Fig, 83

Asi se escribiria ¢l nimero 83256.
El andlisis del niimero se realiza fiicamente con el multiplicador.
Por ejemplo, supongamos 83256 x 347.
El multiplicador se descompone asi: 300
40
7
Cuando se multiplica por 7 se coloca el disco del 7 en el hueco
redondeado lateral y se efectia la multiplicacion segtin las cifras del
multiplicando enfilando en forma que cubran todos los ceros.
(fig. 84). Primer producto 583.792.
Para la segunda cifra del multiplicador que es una decena (40)

8 3256

Fig. 84

se desplaza la faja de papel que contiene el multiplicando, de modo,
que permanezca descubierto el primer seis (multiplicacién por 10),
y se coloca en el espacio de la derecha el ndmero 4. Dejando en
su puesto las perlas ya desplazadas se prosigue la multiplicacién del
nimero, comenzando por las unidades y prosiguiendo en igual for-
ma que la vez anterior, Es evidente que cada vez que en una fila
se alcance el ntimero 10 toda la fila se desplaza y en su lugar se
baja una perla del valor superior.
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El segundo producto, que viene afiadido al primero, alcanza un
total de 3.913.03Z2,

Para la tercera cifra (centena) del multiplicador se desplaza dos
ceros de la faja del multiplicando y se coloca la cifra en accién—
el 3 en el disco lateral, permaneciendo en el mismo lugar todas
las perlas desplazadas hasta ahora.

[ il

b

P e |
XN

Fig. 86

El total es 28.889.832.

Las perlas se encontrardn dispuestas sobre el marco en la forma
que indica la figura 87.

La multiplicaciéon efectuada ha sido 83.256 x 347 =
28.889.832,

La ejecucién de Ja operacion con cifras, al no permitir la in-

4
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Fig. 87

mediata acumulaciéon de los productos parciales, obliga a escribir
éstos separadamente, colocando en columna los relativos al mismo
valor y después se suman dichos productos. Se comprende, porque
a cada nuevo producto parcial, éste debe iniciarse bajo la cifra del
multiplicador en accién.

83256
x 347

582792
333024
249768

28880832

El material no sirve para wensefarn las gperaciones aritméticas,
ni mucho menos para facilitarlas o simplificarlas. Su finalidad es
entretener la mente del nifio con ejercicios que le llevan a razonar
v conducirla a la busca y comprobacién de hechos que se presentan
de modo atrayente. El nifio ha realizado un estudio del sisterna de-
cimal y ha analizado v profundizado procedimientos que le con-
ducen, no sélo a efectuar, sino a comprender las operaciones arit-
méticas.

Si el nifio se ha interesado directamente en las operaciones y
ha comprendido cémo se efectudn: él buscard encontrar los re-
sultados, por el camino més breve y con el minimo esfuerzo.

Entonces abandonard el material v querrd efectuarlas sin esa
ayuda.

En efecto, llega un momento en que el nifio deja el material v
efectfia las operaciones usando ninieros que alcanzan algunas veces
a los billones.

Si el material, en cambio, hubiese servido para facilitar y
simplificar los calculos, el alumno seguiria asido a la ayuda del
material que habria disminuido en éI la energia de expansién. Sola-
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mente, cuando el esfuerzo de la pesquisa, la claridad del hecho y
lu persuasion, nos han hecho duefios de un procedimiento, busca-
mos el alcanzar la finalidad perseguida por el camino mds breve
posible, La lentitud en el anslisis conviene en el periodo jorma-
flvo vy prepara la rapidez y la extensién de la aplicacion.

22364253 x
345234611

22364253
22364253
134185518 -
89457012
67082759
44728506
89457012
111821265
67092759

7720914 184760583

I-'.icmplo de una multiplicacién gigantesca implantada y ejecutada
por los nifos, sin material,
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LA DIVISION ANALIZADA

Los ejercicios colectivos con los juegos de perlas del sistema
decimal, gue sirven para una primera representacion material de
In division, con cubos de mil, cuadrados, etc., son substituidos
on un ejercicio paralelo por otro material, que se presta 2 trabajos
individuales e inicia en las operaciones escritas. En el primer ejer-
vicio (division de pequefios nimeros por una cifra) accesible a ni-
o8 pequerios, se utiliza un material andlogo al empleado para apren-
der la tabla de multiplicacién, mas, para la iniciacién se pueden
usir las mismas tablas descritas, apropésitc de la memorizacidn
e la tabla pitagorica ; solamente son distintas las hojas donde se
anotan los cdlculos.

PROCEDIMIENTO

Se toma al azar un nidmero cualquiera de perlas de la cajita v
A6 cuentan, Supongamos que hay 27 perlas : este nimero se escribs
011 el primer espacio en blanco de la hoja de las divisiones.

Después, tomando el cartén cuadrado con los cien huecos y
ln caja de las perlas, se procede a la operacidn.

Supongamos que se trata de dividir 27 entre 10. Pondremos
primero diez perlas al lado, debajo del 1; luego otra columna de
diez perlas al lado, debajo del 2, Para completar la columna que
Vilmos a poner debajo del 3 no hay bastantes perlas, pues no quedan
s que siete. ;

Entonces el 2 se escribe en la linea horizontal, después del 10,
V i su derecha, en la columna de los residuos, se escribe 7.

Dividamos ahora la misma cantidad por 9. Para ello se coloca
debajo del 1 una columna de nueve perlas; debajo del 2 otra co-
lumna de nueve perlas ; debajo del 3, otra columna de nueve per-
s, Vemos en este caso que mo queda ningiin residuo. Entonces
en ln linea que coresponde al 9 se escribe la cifra 3.

Para dividir por 8, el nifio dispone de 8 perlas en columna ver-
lical debajo del 1 ; otra columna debajo del 2; otra debajo del 3.
Cuedan aqui, como residuo en la columna 4, sélo tres perlas. Y asf
sueesivamente.

Para las divisiones escritas, el nifio dispone de un paquete con
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vien hojas, dispuestas como la del grabado, envueltas en una ar-
Iutien cubierta, atada con una cinta de seda. En cambio, los mo-
delos para las tablas parciales de multiplicacién, con sus respecti-
vis tablas pitagéricas y de confrontacion, estdn metidas en un so
e de pergamino con ribetes de piel,

i'
DIVISION [

RESIDUG

o o =8
1l

= =
I I
-

Material de la tabla pitag6rica, usado para la divisién
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DIvisION

N O E N S

RESIDUO

DIVISION DE GRANDES NUMEROS POR VARIAS CIFRAS

Es posible, también, reproducir con el material de las perlas las
divisiones que tengan varias cifras en el divisor, v esto puede llegar
a ser un «pasatiempo aritméticon muy adecuado para emplear la
actividad del nifo cuando estd en su casa. Este trabajo que aclara
los procedimientos de las operaciones, es casi una aritmética ra
cional que se sobrepone a la empirica, la cual reduce el mecanismo
de las operaciones abstractas a una simple rufing. Esios upasatiem-
posy abren el camino a la aritmética razonada, que espera al nifio
en los grados superiores.

También la division se utiliza como ejercicio de aplicacion que
sirve para adquirir un conocimiento rdpido y préactico del lugar de
los numeros, en relacion con el valor jerdrquico que representan.
En los ejercicios primitivos servia para demostrar el hecho de una
cantidad que habia de subdividirse en partes iguales, can:idad que
existia efectivamente y agrupada segin el sistema decimal en «cu-
bos de 1000 perlas, cuadrados de 100, bastones de 10 y perlas
aisladas. (Dividendo), El divisor dindmico estaba representado por
nifios, unos representaban las decenas (decuriones) v otros las uni-
dades.

Aqui, en cambio, (como se ha visto para la multiplicacion) las
cantidades estdn representadas simbdlicamente, una perla puede
simbolizar las cantidades numéricas mds diversas, decenas de mi-
llar o millones, pero es el lugar que ocupa la perla el que indica el
valor representado, ;

También los colores ayudan a diferenciar las posiciones como
en el caso de la multiplicacién ; y usamos perlas que si representan
las unidades son de color rojo, azul si son decenas, etc. Y esto per-
manece constante para fijar la idea, ya explicada de los grupos
jerdrquicos : punto, linea y cuadrado. Estos tres grupos pueden ha-
llarse a nivel distinto (unidades simples, millares, millones, etc.)

Como la division es, por excelencia, la operacién en la que pre-
cisa siempre separar, no es posible utilizar el material de marcos
o bastidores donde las perlas estdn fijas. Por ello, y para represen-
tar aqui los distintos niveles de grupos numéricos, usaremos pla-
tillos que pueden contener perlas separadas; tres platillos blancos
para los grupos de las unidades simples, tres platillos grises para
el grupo de los millares y tres platillos negros para el de los mi-
llones.

Con objeto de facilitar Jos cambios. se ha preparado un material
de deposito, consistente en varios tubos de vidrio, que contienen
una sobre otra, diez perlas. Los tubos, segiin los grupos, tienen las
perlas de los colores dichos y estdn sostenidos por una especie de
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Cuatro tiempos sucesivos de una division de mdas cifras
ejecutada con el material

LA DIVISION

Cuatro tiempos sucesivos de una division de més cifras
cjecutada con el material
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porta-probetas gue son blancas, grises o negras. Todo ello para fa-
cilitar los cambjos y evitar la fatiga indtil de contar diez perlas
cada vez.

Nada mejor que este depdsito demuestra que el sistema es de-
cimal y que se trabaja sobre el 10, lo mismo si se trata de unida-
des simples que de millones, lo que hace que las dificultades numé-
ricas sean siempre las mismas en las distintas clases de unidades.

Es en la obtencién del valor y en' la «wcolocacién en su puesto»
de la cifra del cociente, en lo que consiste la dificultad [undamental
de la division.

Nosotros consideramos, como base del estudio, el andlisis y la
distincién de las partes..

Las disiintas partes separadas y analizadas dan claridad al pro-
cedimiento, Es siempre profundizando en el conocimiento como se
avanza y no (como en los métodos corrientes) exponiendo dificul-
tades sucesivas en linea recta y superdndolas una a una (division
de ntimeros pequefios y después mayores ; divisor de una y varias
cifras, etc.)

Una vez dicho ¢6mo se prepara el material relativo al dividendo
veamos el que representa el divisor. .

Antes que nada, precisa que resalte la diferencia entre los nu-
meros del dividendo y los del divisor. El dividendo es la cantidad
a dividir. El divisor, aun cuando sea un nimero que podra llegar
al grupo de millones, representa e indica el nimero de partes
iguales en que se fracciona el dividendo. Nada hace resaltar tanto
esta diferencia como representar el dividendo por una suma de di-
nero y el divisor por un nimero de personas que deben repartir-
selo entre ellas,

El concepto del primer juego escolar puede ser tomado nueva-
mente y ampliado por el material,

En efecto, en el divisor, en lugar de perlas usaremos bolos muy
pequefios que recuerden un poco la figura del hombre y utilizaremos
bolos blancos, grises o negros con la parte superior roja, azul o
verde. Como «plan de ejecuciénn debe realizarse la distribucidn de
unidades que constituyen el dividendo entre las unidades que cons-
tituyen el divisor vy para ello usaremos una tabla semejante a la que
usamos para los ejercicios de la multiplicacion.

Aqui, sin embarge, la tabla es un wcuadrado de nuevep y pre-
senta, por lo tanto, 81 espacios que pueden contener perlas en
filas paralelas, porque mds de nueve no pueden corresponder a nin-
guna unidad del divisor ; si se afiadiese una méds, ésta perteneceria
con el 9 a otra categoria decimal (el 10).

Distinguiremos varias tablas para la divisién, segidn se trate de
holos rosa, azules o verdes. En la parte superior de la tabla hay
una faja que tiene nueve circulos ahuecados, con fondo blanco,
donde estd escrita la cifra en serie del mismo color de la faja:
I, 2,3, 4,5 6, 7, 8 9. Los bolos se colocan en los circulos vy
cubren las cifras: la distribucién se lleva a cabo colocando, cada
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vez, una perla debajo de cada bolo. Pero, la cifra que queda al
descubierto, después del tltimo bolo, indica indirectamente la can-
tidad de éstos (si la cifra descubierta es 8, esto indica que los bolos
colocados son 7). En el lado vertical a la izquierda de la tabla de
distribucién estdn sefialadas en negro, una debajo de otra, las ci-
fras hasta 9 y éstas cuentan la cantidad de perlas correspondientes
a cada bolo y, por lo mismo, el nimero de las filas de perlas que
se han ido acumulando debajo de aquéllos, (Es sobre ellos donde
se encontrardn las cifras del cociente).

Si el divisor se compone de méds de una cifra (por ejemplo,
unidades y decenas, o unidades, decenas y centenas) precisan otras
tantas tablas que se colocardn horizontalmente, una junta a otra y
ello, para que aparezca mds claro el hecho, de que se va distribu-
vendo a todos los grupos representados, «a la misma cantidad».

Mientras se da ciento a un bolo verde, se da diez a un azul y se
da uno al bolo rojo,

Pero, cada individuo representado recibe uno, porque se sobre-
entiende que, lo que correspondié al bolo verde debe después Ser di-
vidido entre cienfo y lo que correspondié al bolo azul va dividide
entre ofros diez, Solamente el bolo rosa de las unidades simples re-
cibe lo justo, que es, precisamente, lo que corresponderd a cada
uno.

Es cierto que todos los cuadios deben tener la misma cantidad
de filas de perlas y, si cada centena recibe tres, otros tantes debe
recibir cada decena y cada unidad, y aquel tres que se encuentra en
todas las tablas es la cifra del cociente. Pero aquel tres 2qué re-
presenta? sCada unidad del divisor tendrd tres millones, tres mi-
llares o trgs unidades?

O dicho en otra forma jcudl es el lugar de aquel tres en la
serie de valores? Evidentemente es el lugar relativo a lo que co-
rrespondi6 a las unidades simples, a los bolos rosas.

No consiste todo, pues, en hallar la cifra del cociente ; hay que
conocer el lugar que ocupa. Es decir, icudl es el valor correspon-
diente a la cifra de las unidades simples del divisor?

Si se dieron tres millones a la centena, se dieron trescientos mil
a las decenas y treinta mil a las unidades ; la suma corespondiente 3
¢ada uno es 30.000,

Centenas : 3.000.000
Decenas : 300.000
Unidades : 30.000

Las centenas, dividiendo por ciento, hacen descender des tuga-
res, la cifra positiva tres.
Las decenas, dividiendo por diez, hacen descender un lugar su

tres:

3.000.000 : 100 = 30.000
300.000 : 10 = 30.000

8]
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Esto es; dividir por ciento y por diez quiere decir : quitar dos y
un cero, respectivamente, Esta division por 10, 100, 1000, etc.,
estd siempre incluida en las divisiones donde el divisor tiene varias
¢cifras,

El cociente es, pues, doblemente interesante como cifra y como
valor. La divisién se considera como un hecho o como una escena

-andloga a aquella de los primeros juegos de los nifios ; supone una
‘multitud de unidades, no presente, como eran aquellos nifios repre-

sentados por la decena que no aparecian, pero que después, del
nifio decena, recibian su parte en la sucesiva division por 10,

Aqui entre los simbolos, aquella multitud puede ser centena o
millar o decenas de millar de personas ansiosas de saber, cada vez,
cudnto ha correspondido a cada una ; saber, no solamente la cifra,
sino, sobre todo, el lugar de ella. Mientras por una parte tiene
lugar la distribucidn por igual entre los cuadros, cuya distribuicion
determina la cifra, la multitud lejana de las unidades participantes
estd ansiosa de conocer la cifra por el lugar que ésta ocupa; como
en la Bolsa, los accionistas, aguardan ansiosos el aumento de su
fortuna.

Por todo ello precisa dar especial relieve al cociente. Mientras
en el juego primitivo de la efectiva subdivisién practicada en el di-
videndo, se hacia resaltar el hecho de que quedaba «aquella misma
cantidad subdividida en partesn y que se podia en seguida acumular
de nuevo, volviendo a su’ estado primitivo,ien este juego de simbo-
los, un intento mds ttil se pone de relieve : el cociente.

Es la unidad receptora la que sobresale, mientras antes preva-
lecia la cantidad a dividir, '

Por esto hemos establecido un material de colocacién sucesiva
de las cifras del cociente : la Bolsa del cociente, esto es, la cuota
correspondiente a cada individuo. La cuota se manifiesta, cifra a
cifra, y, alli se coloca. '
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En los cuadros se escriben sucesivamente las cifras del cociente.
La sustancia es tal, que las cifras se pueden borrar después.

ANALISIS DE LAS UNIDADES

Hecha de este modo la descripcion del material y de los fines
que se persiguen con estos ejercicios, pasemos a la prictica de la
operacién,

La operacién, para ser claramente comprendida, requiere un
anglisis completo de los nimeros, esto es, el andlisis hasta las
unidades.

Mientras para la multiplicacién (que es una acumulacién), el
andlisis se contraia solamente a la distincién de los valores; por
ejemplo, 6.843 analizado para la multiplicacién era :

6.000
800
40

3

el mismo ndmero analizado para la division, es:

1.000 100 10 I
1,000 100 10 1
1.000 100 10 1
1.000 100 10

1.000 100
1.000 100
100
100

Si dicho ntimero se multiplicase por 5, el anilisis habria redu-
cido la multiplicacién entre grupos a : 6 x 5 : 8 x 5; 4 x 5:
3 %X 5 vy, por lo tanto, a la colocacién de los resultados parciales
seglin su valor. En la division, en cambio, hay una distribucion,
unidad por unidad, y la escisién debe ser completa,

Dividiendo, pues, por cinco dicho niimero, la preparacién ana-
litica seria la siguiente :

el =l 1008 —- LRS! =il
IS QIO == O] 10— b=
IEQOO——=) el =—==li 10 — 1 I 1
1.000 — 1 100 — 1 JORE==] 1
10000 — 1 Iolel ——= 1l 1 1
1.000 100

100
100
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En este andlisis estd indicada la distribucién unitaria ; la divi-
si6n estd representada por aquella relacién entre una y uno que
puede observarse en el cuadro precedente. En las dos primeras co-
lumnas hay restos, en las otras dos, en cambio, existe insuficiencia.
La divisién entera consta de cuatro divisiones parciales, pero depen-
dientes en el sentido que debe ser utilizada toda la cantidad dispo-
nible en la subdivisién entre aquellas cinco unidades, las cuales, se
presentan indistinfamente, ante cada grupo a reclamar su parte.

Pongamos ahora en otro orden la cantidad analizada, es decir,
en el orden de los divisores y hagamos la subdivisién del dividendo
grupo por grupo. Una de las caracteristicas de la divisién es, que
mientras el grupo de unidades que constituyen el divisor permanecs
fijo e inmutable desde el principio hasta el fin, los grupos del di-
videndo, esto es, las cantidades, sufren continuas transformaciones
pasando de puestos superiores a puestos inferiores y cambiando cada
vez los dividendos de los grupos parciales.

Resulta, pues, que se trata, cada vez, de nuevas divisiones. Los
dividendos nuevos que se forman no pueden preverse, no se po-
drian representar a priori, Son «sorpresasy semejantes a las que
proporciona la marcha de un negocio financiero.

Cada divisién parcial es, pues, separable de la anterior y al pro-
pio tiempo, es consecuencia de ella, Cada divisién da lugar a una
nueva cifra que es la cantidad que de cada grupo de valores corres-
ponde a cada unidad del divisor. Dicha cifra es una cifra del co-
ciente. Comencemaos por el primer grupo o sea el de los millares.

‘ 1 ] 1 1 I

[ 1.000  1.000 1.000 1.000 1.000
‘ 1.000

Fig, g1

Evidentemente, cada una de las unidades rojas no puede tener
méds que un millar (fig. 91). -

La primera cifra del cociente es 1 y este | representa un mi-
llar ; 1000 estd pues en el 4.° lugar, Ahora aquel millar de mas es
el resto de esta primera division,

La segunda divisién se refiere al segundo grupo: 800: 5.

El dividendo, sin embargo, cambia en la segunda divisién por-
gue tiene en su ventaja el resto de la primera. Aquel millar de resto
serd un cubo que es preciso descomponer en los diez cuadrados que
lo integran y forman un total de diez y ocho centenas y no ocho,
que deben distribuirse entre cinco (fig. 92).

En la distribucién una a una, han correspondido tres centenas
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‘ 1 | I 1 |
| 100 100 100 100 100 i
100 100 100 100 100 !
: 100 100 100 100 100 |
} 100 100 100 0 0
Fig, 92

a cada uno ; las tres centenas que no bastan para cubrir una fila son,
pues, el resto de esta division. :

El cociente lo da la cifra 3 y estas 3 son centenas: 300. Hasta
ahora, pues, el dividendo distrubuido, ha dado a cada uni-
dad : 1300, .

Pasemos ahora a la tercera division : 40 : 5. La cantidad de de-
cenas es insuficiente para la distribuccion. Pero aquel di}rigq-ndo es
s6lo aparente, porque las tres centenas de resto en la division an-
terior, se descomponen y se precipitan en la categoria de las dece-
nas. Serd, pues, el caso de tres cuadrados de ciento que deben des-
componerse cada uno en los diez bastones de que estin formados.

La tercera division es, pues, la distribucién de 34 bastones entre
cinco, esto es, ireinta y cuatro decenas a los cinco individuos rosa
que permanecen inmutables desde el principio hasta el fin.

I: T = = — e et =r =t =
' ] [ ] | i
10 10 10 10 10
| 10 10 10 10 10
! 10 10 10 10 10
10 10 10 10 10
1o 10 10 10 10
10 10 10 10 10

10 10 10 10 0 |

Lo LS Sl
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El dividendo de decenas, que aparecia insuficiente al principio,
enriquecido con restos inesperados, ha podido dar una distribucion
completa de 6. La distribucién incompleta del dltimo grupo tiene
el significado de un resto, -aun cuando sélo falte una unidad. La
tercera cifra del cociente es pues 6, y son 6 decenas, es decir: 60.
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Los componentes individuales del divisor tienen hasta ahora
cada uno 1360 unidades del dividendo.

La cuarta y altima division se refiere al grupo 3:5. El divi-
dendo aparece claramente insuficiente, pero, he aqui que se enri-
quece con un botin considerable e inesperado. Aquellos cuatro
bastone§ _de resto deben deshacerse y afiadir sus diez perlas libres
en el dividendo de las unidades. La divisién efectiva que se presen-
ta es, pues, 43 : 5 (fig. 94).

e e e e e
e
e e L N Sy
L e T T ey S S

Fig. o4

Esta reserva a cada uno, el dividendo de 8 unidades, y sobran
tres que se inutilizan definitivamente. La dltima cifra del cociente
es 8 y son 8 unidades simples,

P_or lo tanto, el cociente total que corresponde a cada una de
las unidades del divisor es: 1.368.

La divisién fué pues 6.843 : 5 = 1.368 y tres de resto.

El ndmero, que al principio constituia un conjunto se ha descom-
puesto en cinco partes iguales y desaparecié en ellas dejando un
resto insignificante,

1368 — |
1368 — |
6843 —— — - [36RI-— |
! 1368 — |

1368 — 1

Fig. o5
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OPERACIONES CON EL MATERIAL

Si vamos ahora a la aplicacién con el material simbdlico de las
perlas se tienen objetos iguales entre si, sin otra diferencia, que
la del color y la posicién. 1

En vez de la representacién analitica de las unidades de distinto
valor 1.000, 100, etc. se tiene la misma perla, al igual que se
tienen simples cifras en los ndmeros no analizados: 2648 donde
existen un 2 primero, luego un 6 etc. cuya posicién relativa es la
que distingue sus valores.

Asi las perlas son rojas, verdes o amarillas, o estdn depositadas en
platillos blancos o grises, Representando unidades separadas, son
como nimeros analizados hasta las unidades y usados conjuntamente,
es decir, un grupo junto al otro dan una idea de conjunto de la
operacion,

Sea la divisién, analizada precedentemente por medio de ci-
fras, 6.843 : 5.

Se comienza la operacién colocando en fila horizontal un platillo
gris y tres blancos y depositando en ellos las perlas necesarias ; 6
perlas rojas en el de los millares y sucesivamente en los demds 8
perlas verdes, 4 amarillas y 3 rojas (fig. 96).

. 909 @®c 78 9

C -0 N T B - R S R

6.843 5
Fig. 96




| ol

144 MONTESSORI ; PSICO-ARITMETICA

El divisor se prepara después con los cinco bolos colocados en
el cuadro de distribucién, El cuadro no cambiard jamds, en cambio,
los platillos del dividendo cambiaran con mucha frecuencia su con-
tenide que deberdn volear en la tabla para distribuirlo por igual en-
tre los cinco bolos,

Cuando se ha concluido una divisién parcial y la cifra estd se-
fialada en el cociente, la tabla se vacia y las perlas que se utili-
zaron en la distribucién se alejan del lugar donde la operacién se
realiza. Cuando se ha terminado la divisién relativa a la cantidad
contenida en un platillo, éste se desplaza igualmente del lugar donde
la operacién se ejecuta, mientras sobre el cuadro se coloca el
platillo sucesivo. Asi se prosigue hasta que han desaparecido todas,
a excepcion de las que contienen los residuos no utilizables del
dividendo : el resto.

[l cooee: - -

OO RO O EDN =

Fig. o7

Aqui estd representada la primera division, la de los millares
6: 5= 1, con una de resto (fig. 97) y la fig. 98 representa el
platillo de las centenas al que se ha unido el resto precedente :
10 + 8 = 18,

La figura 98 representa la segunda divisién referente a la dis-
tribuci6n de las centenas, esto es, 18 : 5, EIl cociente es 3 v el
resto 3.,
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La figura 99 representa el contenide del platillo sucesivo de
lns decenas, en el cual se ha acumulado en forma de decenas

¢l resto precedente.
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Fig. o

Por lo tanto, los términos de la nueva division serdn: 34 : §,
donde el dividendo estd constuide por decenas.

L.a tercera divisién, esto es, la distribucién de las 34 decenas
entre las cinco unidades del divisor esti representada en su eje-
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L L 1 1 1 B A A
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Fig. 100

cucién por la fig. 100. Han resultado seis filas de perlas y por ello
la nueva cifra del cociente es 6 e indica 6 decenas.

Existe un resto de 4 decenas que deberdn ahora pasar como
unidades simples al tltimo platillo (fig. 101) constituyendo el tlti-
mo dividendo o sea 43.

Fig. 1or

Finalmente, en la cuarta y dltima divisién, la distribucion de
las unidades ha tenido lugar como indica la figura 102 y como ha
cubierto ocho filas, la altima cifra del cociente es 8.

El resto de tres unidades es el residuo inutilizable de la cantidad
total que fué dividida entre las cinco unidades del divisor.
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0009 ®c 7 80
43—
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Fig. 102

Las cifras encontradas sucesivamente para el cociente fueron

1.* division: 6000 : 5 = 1000 Del Dividendo
2.% id. 1800 5 =i 300
o id. 340 : 5§ = 60 6.843
4,2 id. 43 By 8
6000 resto 1000
Cociente ; 1368 1800 » 300
340 » 40
Resto : 3 43 » 3

en las sucesivas divisiones por 5

Se procede andlogamente en una divisién donde el divisor tenga
dos o tres cifras.

Entonces, en vez de utilizar una sola tabla de distribucién se
utilizan dos, una para las decenas y otra para las unidades, don-

" de los bolos azules recuerdan los decuriones; y si son tres .en la

tercera se ven los bolos amarillos (centuriones). El ejercicio puede
ser individual, aun cuando con frecuencia, intervienen més nifios,
bien como cooperadores o s6lo como observadores.
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Sea por ejemplo la division 3867 : 46,

La (fig. 103) indica la preparacién inicial del dividendo y del
divisor y la posicién reciproca de los objetos.

Sobre las dos tablas del divisor estdn colocados los platillos
més altos por el valor de su contenido, es decir, el de los millares
sobre las decenas del divisor y el de las centenas sobre la tabla de
las unidades.

1

74889 LR L E Y RS
'!'Y]l's scoo0o00 o0 1 00 0000000
2000600000 2| 000000000
3 000000000 8 | ocoooooo oo
4]l 000000000 4 | c00o0ooo0o0a
B 0020000000 5 00 0pooo0oo0o0o0
L] o0 0000000 6| @ o0o0oco0o0o0o0
7 00 o000 0000 7 G 00090000
B |ooowooooon B |ooco0ooco0oooaan
9 000005090 9 0 0Q 000000

Fig. 103

Como se ve en seguida que no es posible la distribucién por
igual de los millares, éstos se llevan a las centeras acumuldndose a
las ya existentes como se indica en la figura anterior,

Este platillo cargado ahora con 38 centenas va colocado sobre
la primera tabla y hacia la segunda se avanza el platillo que ocon-
tiene seis decenas,

Después se coloca una perla amarilla debajo de cada uno de los
bolos azules y una perla azul debajo de cada uno de los bolos rosa,
llenando sucesivamente todas las filas. Si faltan perlas azules se
toma una amarilla del platillo precedente lo que enriquece al que le
sigue en diez perlas y asi sucesivamente,

De este modo se llegan a completar ocho filas en las dos tablas,
quedando como residuos utilizable uno en el platillo de las centenas
y ocho en el de las decenas, i

La operacién 386: 46 ha dado 8 como cociente y 18 como
resto. = e

4Qué es el 8 del cociente?

. Son 8 decenas, tal es el valor relativo a las unidades del di-
visor. ; ; :
Concluida de este modo la primera divisién se apartan todas las
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Fig. 104

perlas que estan en las tablas puesto gue representan la parte del
dividendo ya dividido entre las unidades del divisor y se prepara el
nuevo dividendo, :

Del platillo de las centenas se vuelca la tinica perla en el pla-
iillo de las decenas, en forma de diez decenas, o sea, de diez perlas

.....55789 .000000789
1 ® o0 0 C DO O 1 e ® © @ @ 0 0O
2 m ®e® €0 0 0O O 2 e &8 0 ®0 00O
3 O ®#® ®p0 00 00 3 ® @ ®9 ® ® o0 o
a4 ® 9 ¢ ®000C0CO0O 4 e ®o0 @ @& 80,00
5 000000000 B 0 0Op0OODOQCOO
6 00 0O0O0DOOOQO 6 a Op 0 09 00O
7 000 00 D0 OC oD 7 & 000000 0O
8 0 00 0 OO0 00O 8 009 000000
9 D5 000 0¢ o000 9 Q0 o 0l0 o DO 0
Fig. 105
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azules que se mezclan con las otras ocho y se colocan los platillos
de modo que las decenas estén sobre las decenas y las unidades
sobre las unidades, sefial de que se trata de la dltima divisién o

sea: 187 : 46.
Distribufdas las perlas en la forma acostumbrada resultan cu-

biertas cuatro filas ; el cociente, pues, es 4 unidades y queda sobre

el tdltimo platillo el residuo no utilizable, el resto de Ia divisién
total que es igual a 3.

PRUEBA Y SEMEJANZAS

~ Con la tabla de decenas usada para la multiplicacién se pueden
etecn{ar divisiones ; éstas tienen la misma apariencia, ]

~ Si se toman uno a uno los productos para subdividirlos se opera
inversamente a la multiplicacién, pero se obtiene el mismo orden

123456 7 8910
® 9 ® 0 0 0 @
® @ g o ¢ © o
® ¢ ® 0 o @
® @ » @ & @ ¢
® o 9 2 @ ® @
Tig. 106

Tomemos los productos por 5

=
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Tomemos ahora uno cualquiera de los productos, por ejemplo el

35 y dividdmoslo por 5, es decir, hagamos las filas posibles de
5 perlas.

Han resultado siete filas, luego: 35: 5 = 7.

En vezde 5§ x 7 = 35 .
En los dos casos tendremos una disposicién idéntica de las per-

lus, solamente que en el caso de la multiplicacién el ndmero 35 €8
ol punto de llegada y en la divisién es el de partida.

Todas las combinaciones de la multiplicacién pueden asi re-
petirse : en el caso de 48: 8.

123456 7 8 810
e & @ 0 ® 9o
e e 0 o0 @
e oo @ O
® 60 0 @0
e ¢ 0o © a0 @
485 —8 8 e o0 o o
@ 0 9 6 @ @
® o o @ & 0
Fig. 107

El namero de las filas, encontrado es 6. Luego 48 : 8 = 6.

Ello corresponde a la multiplicacién 6 x 8 = 48,

La misma disposicion de las perlas es la prueba visible de la
invertibilidad de los factores de la multiplicacién 6 x 8 = 8 x 6.
[1] producto en los dos casos es la cantidad inmovil y ordenada de
perlas que hay sobre el tablero : 48.

Esta relacién entre la multiplicacién y la divisiéon es causa de
que la multiplicacién (inversa de la divisién) sea una prueba de ésta.

En efecto, la divisién no altera la cantidad a repartir, sino que la
dispone en partes iguales. Mientras la multiplicacién es una acumu-
[nei6n sucesiva de cantidades iguales, lo que trae consigo un creci-
miento gradual de la cantidad, en la divisién la cantidad permanece
inmutable, solamente se la ordena en forma diversa.

Iiste hecho conduce a que se pueda utilizar la tabla de multipli-
cir en la ejecucion préactica de la division.

Por ejemplo, sea 56 : 7.

Quien retenga en la memoria todas las combinaciones del 7 puede
recordar que 7 % 8 es igual a 56.

Entonces la division puede realizarse de memoria y se sabe de
este modo (por el cdleulo mental) que 56 : 7 = 8, porque 7 X 8 =
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56. Lo cual se expresa diciendo que el 7 cabe exactamente 8
en el 56 (fg. 108). : i

1234 567 8 910
® @ © ¢ o & © @
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e & o © 0 o ® o
e @ 0 @ ¢ ¢ ® @
Fig, 108

. Por esto se hace necesaria la memorizacién de la tabla pitags-

rica incluso para la divisibn y en este sentido el cdlculo relativo a
la multiplicacién debe preceder al de la divisién. Si se considera, en
cambio, el hecho de la divisibn y sus caracteristicas, entonces se
puede estudiar conjuntamente la divisién con el resto de las ope-
raciones.

1234 656678 910
LI

Fig, 109
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Escojamos ahora un ndmero cualquiera, por ejemplo 59, que
se quiera dividir por 7 (fig. 109). La divisién sobre el tablero da
como resultado 8 y la cantidad distribuida en partes iguales corres-
ponde a la multiplicacién 7 x 8 que como sabemos, es 56. EI resi-
duo 3 que queda sobre el platillo es el resto inutilizable de la di-
visi6n cuya caracteristica consiste en dividir una cantidad determi-
nada en partes iguales. Por lo tanto, el nimero dado comprende el
grupo de la multiplicacién 7 x 8 mads el resto 3.

ROW=CiET S s Sl

Habiendo efectuado la operacién 59 : 7 para volver a acumu-
lar la cantidad primitiva es preciso realizar la multiplicacién 7 X
8 = BB y anadir después a este producto el resto 56 + 3 = 59.

Si se quiere, pues, hacer de memoria la divisién 59 : 7 precisa
averiguar ante todo cudl es la mayor combinacién del 7 que entra en
50. Buscando en la memoria se encuentra que es la combinacién
con el 8 porque 7 X 8 = 56 (7 x 9 = 63 el producto resultaria
mavyor). El 8, pues, es la cifra del cociente. Entonces precisa efec-
tuar de memoria una sustraccién, es decir, sustraer del ntimero dado
la combinacién hallada : 59 — 56 = 3. De ese modo hemos en.
contrado el resto. La divisién lleva, pues, consigo una labor continua
de multiplicacién y sustraccién.

Esta es la caracteristica de! cdlculo de la divisién y no del hecho
de la division.

Aquella labor se limita a la combinacién de la multiplicacién y
de las sustracciones. utilizando la memorizacién de la tabla pitagérica,
y se aplica siempre, sea cual fuere el valor, esto es, la posicién de
los niimeros.

Tenemos, pues, que las caracteristicas del hecho de la division y
el ejercicio 4agil en el reconocimiento de los valores segin el lugar
que los niimeros ocupen «son extrafios a aquella labor mentaly ¥y
preparados convenientemente, convierten en claro y sencillo €l
cdlculo de la division mis compleja.

EL CALCULO PARA LA DIVISION

Apliguemos ahora a la divisién el cdlculo utilizando las memori-
zaciones.

Supongamos la divisién ya efectuada segtin el andlisis unitario d2
los nidmeros y seghin el material distributivo :

6.843 : 5.

que daba como cociente 1368 y tres de resto, En vez de efectuar el
andlisis propio de la divisién, hacemos el andlisis del niimero se-
parando solamente los grupos, como en la multiplicacién.

Usaremos hojas andlogas a las ya descritas—donde las lineas
verticales de varios colores (rosa, azul, amarillo) indican el lugar
de las unidades, decenas y centenas—en forma que puedan escri-
birse las cifras sin acompafiarlas de los ceros.

11
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El dividendo, divisor y cociente tienen sus espacios respectivos.
Siendo el anilisis de los grupos

6000
800
40

3

se escribird solamente las cifras 6, 8, 4, 3 en los lugares respec-

tivos segin su valor. El divisor § se repite delante de cada grupo
que deba dividirse (fig. 110).

T

WMILLARES I [ MILLARES I
5 :
b 5
1; 5 EI
il i
|
DIVIDENDO ] DIVISCR COCIENTE
6 B4 3 Bl it il L]
Tig. 110

6 : 5 da unocon 1 de resto,

El 1 de resto de los millares se baja para colocarlo junto al 8
de las centenas haciendo un total de 18.

Ahora la mayor combinacion de 5 que puede entrar en tal ni-
mero es 5 % 3, luego el 3 es el cociente. Si sustraemos 15 a 18 que-
dan tres de resto, el cual desciende junto a las cuatro decenas for-
mando un total de 34. La divisién es ahora de 34 entre 5. La combi-
nacion 5 x 6 = 30 es la méxima que puede entrar en el 34 de-
jando un resto de cuatro decenas, mientras el cociente que COTres-
ponde a las centenas es 6.

Las unidades, convertidas en 43, se dividen por 5, siendo 5 X
8 = 40 Ia combinacién buscada y 8 el cociente tiltimo, quedando tres
de dltimo resto. En la figura 110 aparece representada la operacion
en la forma maés sencilla,

EJERCICIOS CON LOS NUMEROS
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+ DIVISIBILIDAD

NUMEROS PRIMOS
CHR SIS §

Volviendo a aquellas faciles demostraciones que lleyamos a cabo
para poner de relieve la similitud entre la multiplicacion y la di-
visién, conviene obtener un niimero mds vasto de combinaciones y
no solamente el minimo necesario para el cdlculo, como sucede
en la tabla pitagérica, Para ello, en vez de recurrir a las tablas par-
ciales que contienen las combinaciones de cada niimero con la se-
rig del 1 al 10, que fueron construidas para memorizar la tabla de
Pitdgoras, seguiremos buscando los productos de las combinaciones
que exceden de aquel limite.

Evidentemente, la cantidad mayor de la combinacién resultard
hacia los niimeros méds pequeiios (2) mientras para el 10 la cantidad
de las combinaciones permanece la misma. Estas combinaciones
m4s numerosas se llevan a dos tablas A y B, En efecto, para hacer
mas fdcil su lectura se han dividido las combinaciones en dos tablas ;
en la primera se llega al producto de 50 y en la segunda se continua
hasta el 100. En A y B estdn, pues, contenidas todas las combina-
ciones «dentro del 100». En otra tabla (C) donde estdn inscritos
los niimeros en la serie natural de 1 a 50 y de 51 a 100 se ha eje-
cutado la labor de buscar, en relacién con cada uno de estos ni-
meros, todas las combinaciones que se pueden hallar leyendo los
productos en las tablas A, y B,

Resulta entonces que algunos nfimeros (como por ejemplo 1,
2, 3, 5 7, 11, 13, 17, 19, 23 etc.) no resultan jamds producto
de combinaciones. Estos son «niimeros primosn.

En cambio, respecto a los otros niimeros, existen combinaciones
en cantidad variable, pero siempre limitada.

Por ejemplo, respecto al 48 se leen las combinaciones siguien-
tes: 48 2 24

W 16
1 12
» 6 8

b1 8 X

Y estas combinaciones se hallan en las tablas A y B leyendo los
productos relativos a los ndmeros 2, 3, 4, 6, 8.

He aqui, pues, un ndmero rico en combinaciones que se presta
a los ejercicios con el material o con dibujes. Se pueden reproducir,

3
4

® XK

|1
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disponiendo las perlas (o haciendo dibujos de puntos de color sobre
una hoja de papel cuadriculado) las combinaciones indicadas, esto
es, repitiendo :

El dos 24 veces.
El tres 16 veces.
El cuatro 12 veces.
El seis 7 veces.
El ocho 6 veces.

1 2 34 56 7 8 g 10111213 141516 17 18 Ig 20 21 22 23 24
2!&‘“0..‘......l-........l.
b e de e e e AR e e Bale s s e
3
4
a v B 8 & * 0 B
& & & o & & & @
6 e ® ¢ = @ & & ©
* @ @ ® 2 @ &
& 9 & e @& @ @B
. 8 8 2 & 9 O
4 & o o 0o @
4 & & » & &
e & o & 8 @
® & ¢ & & @
8
e & & b o &
s & & o &
8 & » a 8 %
e & 0 o ¢ @

Fig. 111

La misma disposicién de ' ]
sma_ di puntos se puede leer por una
como multiplicacion y por otra como divisién. i FA
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2% e = NARS 48 A= 2
3o [IGEe=AE N AR 48 16 = 3
4 % [Zr=AB T 48 12 = 4
Ryl v=n G 48 8 = 6
8 x 6 = 48 A g e B

El 48 es el punto de llegada en las multiplicaciones, en cambio,
en las divisiones, es el punto de partida.

Y mientras el resultado es siempre el mismo en las multipli-
caciones, en cambio, en la divisién, es distinto el cociente segtin
la misma cantidad se divida en mds o menos partes,

Por ello es muy interesante para diferenciar, en la division, el
hecho que se trate, en cambio, de 48 dividido entre 24, que pro-
porcionaria dos solamente para cada unidad del divisor.

Ahora puede ser interesante el estudiar en cuantas partes igua-
les se puede dividir un ndmero. Esto se halla indicado por las «po-
sibles combinaciones», esto es, por las multiplicaciones que se pue-
den incluir en cada ndmero, y las multiplicaciones «inversas» repre-
sentan en la division reales diferencias.

Incluyendo también las inversas se tienen las siguientes com-
hinaciones y divisiones :

2 x 24 = 48 48 24 = 2
24 x 2 = 48 48 . 2. = 24
4 x 12 = 48 48 1 12 = 4
12 x 4 = 48 AR A =2
6 x 8 = 48 48 : 8 = 6
8 = 6 =48 48 + 6 = 8
3 X% 16 = 48 48 : 16 = 3
16 x 3 = 48 48 +3 = 16

Ahora, en las tablas A y B se pueden buscar los grupos de las
combinaciones correspondientes a la divisibilidad de los nimeros
que han resultado de la divisibilidad del 48.

Puede pues ser representado como sigue, en los grupos en que
es divisible.
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24
BEEERRESE2EERE2R2REI 255 3
>:< -\ﬂr 12
6
2 L T T R Py !
S10i0l0 00100 4
eleteletore]
3
Fig. 112
6 Slez'eén?lési‘d;fiezt:ds rgslflt:é nimero 48 es divisible por 24, | 2

%&%ﬁﬁ:()nb"

grupo de dos.

grupo de tres.

grupo de cuatro,

grupo de seis,

grupo de ocho.

grupo de doce.

griupo de dieciséis.

grupo de veinticuatro.

Fig. 113
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24 = 2i % (25 12 % 2 SR E e |
3 %X 8; 8 x 3 X 2 =g
Gxa Bl 2 RSN NI
L= 20 xRl S o A S )
4 x 4 PG SN DS D
e e SRR (R ) 2 2 3
3 x4y 4 % 3 S 2
8 = 2 % dhEeales o kiRl el se 0@ (A
bRl Bl oy ecoe ik
4 =2 x 2 205 2 sooe ) S
S : ceos e
2 == : o0 s @ e e @
Los ntimeros dos y tres no siendo ulteriormente divisibles son s eoe &8 o0
factores primoq del nimero 48.
Ahora precisa buscar también los tltimos términos de los otros 1 s ! b
nimeros en que el 48 es divisible. I I I I
loh =l S Gk = %) S o
BES= @i i S0 el kel 4 % 2= 2 % 2 % 2
28 =2 N R = S 6} g EA=t e e B )
JASSE R R i agiac o =0 AU s )
ORS00 Sgil ol gl i 2R D
= bRl R = e S e s
2di=2 0k 12 =0 g DaEgs L = g e ol g o Fig, 114 (2
ZART =R B A S G e S ek el e D
Pt = B e B DR s o e
L 0 @ v e L
- ':l' & @0 e e L
. . P O @ ° o L
» @, ®. & - @ -iw e w e
. (] . ] L
. a . » e ° e i ®
a ? » ® » o @ o L]
* ’ - ® L ]
> L] L 4 @ L] L . 9 & r I I I I I
1 9 ° T » ? » ® " ° Fig. 114 (3
& - L] » ‘L @ v ] [ ]
Fig. 114 (1
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Fig., 115

De este andlisis de la divisibilidad resulta, que todos los divi-
sores del 48 tienen solamente, como factor primo comin el 2, mien-
tras otros, tienen 3 y 2 (6, 12, 24),

Los factores primos del 48 son, pues, solamente el 3 y el 2,
porque hallando todos sus divisores hasta el tltimo limite, no se
obtienen otros. ’

Si ahora consideramos los grupos, en los cuales fueron divi-
didos los nidmeros, se ptiede buscar en ellos, cual sea, el grupo
mayor que dos ntimeros tienen en comiin,

El 24 v el 16 tienen 8 como fgura mayor coman (fg. 116).
Este es, pues, el mdximo comiin divisor de los dos niimeros,

Fig. 116
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El 12 y ¢l 16 tienen como figura méxima en comin el 4 (H-
gura 117).

Fig. 117

Entre el 48 y su divisor mayor 24, la figura mas grande que
tienen en comfin es el 12 (fig. 118).

Fig. 118

Se puede representar el hecho con los dos nfimeros, por ejem-
plo 48 — 24 (fig. 119).

PO e ® ® e @
e © ® @ e @0 9 ® ® @ e 0o @ @
48:.... e e & O e ® o o ® @ 0 @
® 9 e o ® e e e
@ e @ e o
5y . ® @0 @ e e 9o ©® e @ @
‘s o0 @ e o0 @ o 00 ®
® e ® e o0
Fig. 110

También se puede representar el mdximo comin divisor de
24 y 16 (Rg. 120).
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24
16
48

24 ;
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e a ® 9
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Fig. 120

Para hallar el mdximo comtn divisor se debe escojer la mayor

figura que representan en comfn los ;
disneibilidad: nfimeros analizados segtin la

[
(RSN S
X XX
0o 00—
L

1
N
KX x
M B po
X X %
;-P-

(o]

2w A}
2X2x2%x2
IX2X2XB=2X2X2%x2%x3
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FAGCTORES PRIMOS Y MAXIMO COMUN DIVISOR

Ahora representando el n.® 48 por un rectangulo formado por
6 x 8 puntos (fig. &) lo dividiremos en dos partes, lo que puede
hacerse con perlas, por medio del dibujo o recortando el rectan-
gulo anterior (fig. b.) (fig. 121).

Entonces cada rectdngulo de b (24) se puede dividir en 2 (12)
resultando cuatro rectangulos como en la figura c. :

También éstos se pueden dividir en dos, resultando ocho rtec-
tangulos (fig. d) de seis puntos que se encuentran en d.

seooa00s

ecoeno0®e

a.ojco.o.

scoossbBe

eosonded

ce00® 80 %9
oo e ole e oo sepocoe 8@
seo oo e C O HE N R N
e o oleo 00 TEXACE NN
8’.......- Clgepelees e
ecs o olce s "MK E RN
Oooorooo 200 se e s
e elec|eslee e oo gle ojo e
secelaeew eoeceoe|e s
¢ e coclacee
d :‘:::.:: ¢Ceece e de
oa...jlb eso®|oe s
e¢wo0o0e o oo 00 gje®

i 1
Fig. 121

Estos rectangulos pueden atin dividirse en dos partes como re-
presenta la figura e. =

Aqui hemos llegado a grupos lineales de tres puntos dltimamente
indivisibles y, por lo tanto, la operacién llegé a su término.
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Asi, realizada materialmente, ésta representa una operacién, que
divide siempre en dos, el ndmero de origen hasta el limite posible.

Se obtiene de este modo un tres que parece ser el elemento
final, impar e indivisible y, al propio tiempo, central y constructivo,
atn cuando el nmero 48 se presente como ndmero par por exce-
lencia y miltiple de 2,

Con los grupos de 3 se puede reconstruir el 48 agrupdndolos en
2 x 2 reagrupando de nuevo los obtenidos en 2 x 2 y asi sucesi-
vamente hasta 4 veces, haciendo la operacién inversa de la prece-
dente, Entonces experimentalmente se ve la construccién del 48
realizada asf; 2 X 2 x 2 x 2 x 3,
. Los factores primos, esto cs, los nimeros mds pequefios e in-
divisibles que entran en la construccién del 48 son siempre 2 y 3,

La construccién del 48 a través de sus factores primos se puede
representar numéricamente bajo la forma de potencia: 2* x 3.

Bl 2¢ es igual a 186. '

Si ahora agrupamos las perlas segiin dicha indicacién, habremos
construido tres grupos de 16 perlas.

Luego el 48, par por excelencia, se ha subdividido en tres par-
tes, es triplo multiple de 16,

2h G tat s gt

® @ e @ ® e e @ ® e o0
‘|l ® @ @ U I e e 00
o ® 0 0 @ o0 @ e 0 0
® @ © 0 e 00 e e o0 0
— 48 —
Fig, 122

El 48 dividido asi en tres grupos, puede subdividirse procedien-
do a la disgregacién intima de aquellos grupos en potencias de 2,

o8 23 . 28

2% 2% 23

=jatix 6 =atx 2 X3
fig 123 (1
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2‘.: 22 23 22 22 25[
I
i { t
1 \ |
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| | i
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| 1 i
| 1 i
i i ¥
2! 23 .22 g! 22 32
s Tave 2l 2 Kg0X R
Fig, 125 (2

Los grupos 2*, 2', 2° 2, 3 son todos divisores del nimero 48.
Las operaciones que acabamos de realizar con el material se
traducen en cifras del modo siguiente :

48 | 2
24 | 2
T2
6 | 2

3

—

La linea vertical es la guia de las subdivisiones que cognienz_an
con la escision en dos partes, y prosiguen mientras la continuacion
es posible. .

Busquemos ahora operando cifras, los factores primos de ofros
nimeros como 60 v 40.

60 | 2 ;
30 | 2 B0'=2 x 2% 3 x5=2"%x3 x5

183

515

1|

40 | 2

20|]2 A0 = 2 % 9 s o Lo B gt se @l BE=aE R
10 | 2

S |85

L

Agrupemos ahora los tres nimeros asi descompuestos.

10) = e Bl S R T ]
48 = 20 kR0 e 2 G
nlpll=— el s Bl i Ll

13
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Obseryvemos ahora los divisores comunes de dichos niimeros,

primero del 60 y 40, y pongamos en dos lineas los factores comunes.

60 2= 2
40 AR
Estos tienmen comunes 2 x 2 x 5 =2 x 5 = 4 x 5 = 20
Este ntimero comiin 20 se repite tres veces para formar el 60 y
dos veces para formar el 40.
En efecto 20 es el maximo comiin divisor de 60 y 40.

GO =2 w2 )
48 = 2 = 2 X g R

O o

El grupo comiin €s 2 x 2 X 3 = 2" x3 = 4 x 3 = 12. Este
para formar el 48 se repite 2 X 2 o sea cudtro veces y para formar
el 60, cinco veces

Veamos ahora cual es el divisor maximo que tienen comdn el
48 y el 40,

X

48
40

48

Il
[
Il

B RS ER SE 3 8 (B B i 8 ==
Fe et L D e 20 s B B = 40

Finalmente, los tres ndmeros tienen comin,

GO 2 %t 2 Rimeeiis
LYSE ET o) Svie Eh R ekt S s
2 I e s e A e S

Tienen, pues, comun 2 x 2 o sea 4,

60 : 4 = 15 = 3 x &
S =] 2= N e .
40 : 4 = 10 = 2 x B,
- MULTIPLOS

La multiplicacioén tiene como caracteristica la reunion de canti-
dades iguales, esto es, la suma de nameros iguales, Por ejemplo :
5 X 7 quieredecir5 + 8 + 5 + 5 + 5 + 5 + 5 es decir, que el
5 estd repetido 7 veces,

EJERCICIOS CON LOS NUMEROS 171
5 2
s =10
10: + Bl= 15
15 + 5 = 20
20 + 5 =25
25| £ /5 = 30
30 £ 5 = 35

Ahora bien: todos estos nimeros sucesivos, que no son Sino
agrupaciones del 5, se llaman miltiplos de 5.

Lo mismo sucede con todos los numeros.

Es decir: 20, 30, 40, 50, 60 etc., son mdaltiplos de 10.

Y también: 40, 60, 80, 100, son muiltiplos de 20.

En los ntimeros anteriores, 80 es miiltiplo de 40, y el 60 mnil-
tiplo de 30. :

Todos los nameros que se hallan en la tabla pitagérica sobre la

1 57
11 15 17
21 2527
a_: 3537
41 454
51 66 ¢B6>» 5
61 653
71 757
81 858
91 95 97 (08

Fig. 124
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misma linea, por ejemplo 4, 8, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, son
los miiltiplos del niimero que encabeza aquélla; el 4 eneste caso.

Para efectuar ejercicios basados en este «hechon referente a
los niimeros tenemos tablas cuadradas de nimeros que son simple-
mente la serie natural de ellos de | a 100 pero escritos sucesiva-
mente en filas de 10 y que, por lo mismo, sefialan el paso de una a
otra decena,

En estas tablas pueden buscarse los multiplos de cualquier nfi-
mero hasta el limite de 100. Por ejemplo, en la fig. 124 estdn sefa-
lades los multiplos de 2 que caen igualmente segiin la direccion
vertical, mientras que en la fig. 125 se ven los muiiltiplos de 3 dis-
puestos segiin direcciones paralelamente oblicuas.

Los maltiplos de 6 (2 x 3) ocupan en la figura 126 lugares que
participan del 2 y del 3, esto es, verticales y oblicuos pero sin con-
tinuidad como en las otras. Con un punte de intérvalo en las obli-
cuas y dos en las perpendiculares,

Una gran cantidad de tablas sin indicacion de maltiplos que-
dan como material que utilizan los nifios para buscar éstos y en
e]t}as 'nzjecutan dibujos que sirven para hacer resaltar el resultado
obtenido,

Fig 125
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21

41
51
61

il

81

21

Iig 126

MINIMO COMUN MULTIPLO

Otra indagacién puede llevarse a cabo en la tabla de com-
binaciones hasta el 100, tabla A, y B. Esta consiste en buscar en-
tre los productos relativos a dos numeros, por ejemplo 6 y 8, para
ver si se logra encontrar en las dos series un numero igual a que
se llega, tanto en una como en otra serie es, 24 ; 6 X 4 = 24 y
8 x 3 = 24,

El 24 es, pues, un multiplo comun al 6 y al 8, y no hay otro me-
nor que €él, ya que es el primero que se encontré en ambas series

Busquemos ahora el primer miltiplo comfiin que se encuen-
tra entre €l 3 y 7.

Este es 21 y se encuentra en una serie como 3 % 7 y en la otra
como 7 % 3. J

Es decir, que en este caso el miltiplo comdn se halla multi-
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plicando un ndmero por otro. En cambio, para el 6 y el 8 el mil-
tiplo menor 24, no es su producto. En efecto 6 X 8 = 48,

Observemos ahora los ntimeros primos.

Veamos si sucede con otros nimeros primos el que no exista
otro menor multiplo comtin que el nimero correspondiente a su pro-
ducto. Por ejemplo 2 y 3.

Se halla el primer midltiplo comuin 6 que es precisamente el
producto entre ambos 3 X 2 = 2 x 3.

Sean ahora los nimeros 5 y 7. El mdltiplo buscado es 35.
35 = 5% T,

Para hacer ahora la prueba con ntmeros primos superiores al
10 que no estdn en las tablas A y B, por ejemplo 11, 13, 17, wo-
rresponderemos una tabla de sus miiltiplos hasta mds alld de 100
para encontrar los miltiples comunes.

Hike gl e g i ]
250 S RIS 3 2 7<)
Son il i 30 13 3 51 175 3
A4S [T 520 13l 4 Glod il
SRR [ 65 13 5 SEIRE
Gise b & TR 025 i
ZF SRR el Wl
g8 il s 104 13 8 da Skl ]
QORI i ke £S5 i g
ey 10 1300 130 10 17 ORI 7 S 1)
121 Il 11 148 iz 11 187 17
a2 )i 12 e ik gk 204 175 12
143 11 13 169 g s 221 L7 e
154 11 14 182 13 14 DRI
165 11 {5 195 12k DEE NS
673 ST 16 208 13 1B e S S
187 11 L7 221 el il 28088 T
Fig, 127

En la tabla se ve gue los numeros 11 y 13 tienen comtn el 143
que corresponde al 11 repetido 13 veces y al 13 repetido 11 veces.
ll:’i[ar lo 1?1“0’ el minimo comiin multiple de 11 y de 13 es 143 =
- x

El comiin miltiplo entre 11 v 17 es 187 = 11 x17.

El namero 221 se encuentra en relacién con el 13 repetido (7
veces y con el 17 repetido 13 veces; es decir, que el minimo co-
r]'r;ﬁn miltiplo de los ndmeros primos 17 y 13 es 221 = [3 x
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Para los nfmeros primos, pues, no se¢ encuentra jamds umn
miltiplo comun que sea inferior a su producto y, por lo tanto,
este es el minimo como miltiplo de los nameros primos.

Pero ya se ha visto que esto sucede con los ndmeros que no
son primos, esto es, que son divisibles en partes iguales. )

Volvamos a los ntimeros observados antes, 6 v 8 que tienen
24 como m. ¢. m. y analicemos sus factores primos.

16 ] 2 8|2 6 =2 % 3
) ) 4 | 2 [
| 2l 2

t|
Analicemos ahora el 24 en sus factores primos y COMpAaré-
moslo con los otros dos nidmeros.

24 | 2 24 =12 X 2 x 2 x 3

12552 R SR 24 =128 =g
6| 2 Bh= 2 %X 3

3RS

El 24, pues, se halla constituido por la combinacion de fac-
tor 2 repetido 3 veces, €Omo se ve en el 8 y el fa-ctor Bl
decir el 2 con la mayor potencia existente en los nameios de

los cuales se busca el m. ¢. m. y el factor 3. :

Busquemos ahora en los tablas A v B ofros miltiplos comu-
nes : en relacién con 4 y 6 el primer miltiplo coman es 12, Ha-
gamos el andlisis y la comparacién.

4 | 2 (5 122 122 12 Enzin 2 X U8
2 313 o ] (b= kB R
T 1| & i) AN =S N

Esto confirma lo que habiamos observado an_terio-rmente_
Otro ejemplo, Sean 6 y 9 cuyo primer miltiplo es 18.

2 9.3 |2 622)/3
3 3|3 [ 3 18
[ 0

1 |

18

L
3¢
=

SR
B o=

— 3
(R ]

L
BEn los dos altimos casos, pues, el minimo coman Enult.lplo se
encuentra compuesto por €l conjunto de factores primos exis-
tentes en los ndmeros en su méxima potencia.

bk =t 0 E
: (el = e
Para realizar ejercicios de obtencién del m. ¢, m. entre ni-
meros mayores de 10 construiremos tablas andlogas a la A y B
donde se sefialan los miltiplos sucesivos de cada nimero que
se considera, Sean los ndmeros 14 y 18.
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14 14 I 18 18 1 50l 2 40| 2 48 | 2 240 | 2

28 14 2 36 18 2 30l 2 20| 2 24 | 2 120 | 2

42 4 3 54 18 3 151 3 10] 2 Ji e 60| 2

56 14 4 72 18 | 4 515 4 e :1“5) g

70 14 5 90 18 5 ! ! ? d 5|8

84 14 6 | 108 18 6 1

98 14 7126 18 7

112 14 8 1

126 | 14 | 9 240 =2 x 2 X 2/X2 X d .8 ok S
AR = At Lia o Bl 2t i s = 2'x 3
A= PN e X5 —ki

Fig. 128 60 x 2 X 2 % 3 x5 =2'%x 3 x5

En el primer espacio aparecen los miiltiplos sucesivos del
nimero y en la tercera fila el nimero de veces que el mencio-
nado nimero fué repetido.

El primer muiltiplo comtin de 14 y 18 es pues 126 y resul
ta de repetir 9 veces el 14 y 7 veces el 18. Procedamos ahora
a su descomposicion respectvia en factores primos y a la compa- |
racion. '

El 240 esta compuesto del 2 repetido 4 veces que se encuen-
tra con su mdxima potencia en el 48 y de los otros dos factores

primos, el 3 y el 5. ]
Para el 120, mdltiplo de 60 vy de 40, obtenemos

Iag| 28 (2 R e R R Re = 8 3 x 3 X = 2 kgt K
TeZ 9N e 103 s HE =28 R G = 2 3k 120] 2 120.= 2% 2 % 2 % 3 % b
1 7ol 2l =R
[ l|I-3 ?[37 o 60 | 2 60 = 2o 2w e B R200s 2 o Bl
a0l 2 40 = 2 % 2 x 2 x 5
El m. ¢. m. tiene como factores primos los de los ndmeros 1513
submiiltiplos afectados del mayor exponente, 3* x 2 x 7 5|5
Volvamos ahora a los grandes ndmeros sobre los que se ope- 1
o antes: 60, 40, 48,

‘| 60 | 60 1 40 | 40 1 48 | 48 1 Todos los factores primos aparecen en el m. ¢, m. el 2 en su
120 60 2 80 40 2 96 48 2 mayor potencia,
‘180 60 3 120 40 3 r44 48 3
240 60 4 160 40 4 192 48 4
300 60 5] 200 40 5 240 48 ]
860 69 6 240 40 6 288 48 6 Repitamos ahora el ejercicio buscando el m. ¢. m. de una
mayor cantidad de nimeros; 30, 36, 45, 60, 90.

El m. ¢. m. de los tres ndmeros es 240 y se halla un malti-
plo comtn de 60 y 40 en 120.

Analicemos ahora y comparemos los nimeros 60, 40, 48,
240.
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6 8 TG ) DA
e o s @ ¢ & L o
30(30(1 || 36|36[1 | 45{45|1 | 60|60|1 [l 90|90|180 ° o . ® s %8
60|30l2 | 72|36|2 || 90| 45|2 | 120|60|2 || 180|090 2 . ol o vy
90 [30|3 [ 108|36[3 [l135|45(3 | 180(60|3 A i @ . e
12013014 || 144136]4 [[180] 45|4 e © @ © e T
150 [30|5 || 180|36]5 e ® o © ° e
180 {306 o o o © s L ks
. e © e © eyt : .
@
El m, c. m, hallado es 180. : : —:" : : e @
Su analisis y descomposicion . ® P . e o
o = -
i aofel sef2. 453 eolz  eals | isolz e fE ¥ o PR
1513 18|12 15|13  30|2 45|3 90|z o ® e o -
515 9|3 5|5  15]3 15[3  15|3 e .o oL .
i 3|3 I 5[5 5|5 5|5 °© ® o % =
1 1 1 1 . o e © . =
e © e ©
e e e © Gx30%2
180 =2 x 2 x 3x3 X 5=2"x 3'x 5 ° e o 9 ig B
00 = 2 x 3 x 3 x 5 =2 x 3*x 5§ Los factores que : : : :
60 = 2 x 2 x 3 x & = 2*x 3'x 5§ representan las ma- ® @ e ©
45 = 3 % 3 x 5 = 2fx Ik yores potencias son e @ e ©
I =22 %3 X3 = fndl Q2 3P— 22— 5. . _—-,. e ®©
30=2x3x5 =2x3x5 BXhE 2 ¢ o
ii i Cl A En este dibuje se ve cdmo, re-
Comprobado que el m, ¢. m. se halla multiplicando los fac- . S : : Lt d nﬁmef?i} liz
tores primos en que se descomponen los ndmeros dados v que e @ o vlsﬂ)lt?s el 111.] <. I‘nitestm(.de[lh
tratdndose de factores repetidos deben figurar los que tienen ma- by . R e
yor potencia, busquemos, sobre esta base, el m. c¢. m. de los o @ 5 WHEpHEgian | BeRaie o
ndmeros 30, 55, 165, 66, 110, 22, 33. ° o 4 - et
e © ® pes
®
30/ 2 || 55|5|[165]5 || 66|2 | 110{2 || 22|2 || 33|3 o T
15|13 || 11|11 33|3 || 33(3 || 55(5 || 11|11 | 11 )11 S DX T X5
o 35 35
515 1 frp1n |ty 11411 1|1 1 : ®
! 1 1 1 S e
: e o
e o
Los factores primos obtenidos son: 2, 3, 5, 11. e e
Ninguno se halla elevado a potencia. : <
El m. ¢. m. se hallard pues multiplicando dichos [actores o .
entresi. 2 X 8 k5o il = e o
6 x 5 x 11 =30 x 11 = 330, IS
Se puede comprobar que el 330 es divisible por todos los na- —-’— —_—

meros dados,

Hig. 120
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POTENCIAS

Un modo de agrupar los ndmeros consiste en repetirlos tan-
tas veces como nuameros de unidades contienen, constituyen-
do de este modo un cuadrado, como hemos visto en el sistema
decimal y después en la tabla de multiplicar.

2 2
I
' 4 %x 4 |
|: i
| (o SN ]
ey |

8 x 8

9 x 9 |

10 % 10 i

Dicho producto repetido otras tantas veces da un segundo
grupo de resultados; el cubo de los nimeros.

D A el i
EeSe e S
" R e |
Sl S B I
(3} s ey e
g e SR e
Ben GBS
9 x 9x 9
| 10x10x10 |

14 i - 1ty

Hemos usado en el sistema «decimal el cuadrade de perlas
hechs con 10 x 10 = 100 y el cubo de perlas hecho con 10
cuadrades superpuestos 10 x 100 = 1000. '

Tanto el nombre (cuadrade, cubo), como la forma empleada
para representar aquellos grupos, permiten censiderar los nimeros
desde un punto de vista geométrico.

Cuadrado y Cubo se llaman potencias de los nimeros.
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Cuando se trata de un ndmero simple se dice que es su pri-
mera potencia, repetido por si mismo se dice que se halla eleya-
do a la segunda potencia (cuadrado) y se indica con un pequefio 2
colocado en la parte superior derecha del ntmero primitivo. Cu-
bo de un niimero se llama al nimero elevado a la tercera poten-
cia y se indica con un pequefic 3 colocado en la misma forma que
en el cuadrado.

Cuadrado de los ntimeros Cubo de los nimeros

1 al 10 1 al 10
it e Esee = e 1
D e T s it il el Rl 8
BRI e S €] = Sl el 27
4 S ] 4 ose ook o= AR = 64
3 o h e e e LR S R e
B BN = B 6 % 8= 168 = 216
il e == e e ) Al BB = S T G
Jaag il =R s e B e e I N B
X 8= B = Gy GRS OBl BO I (e
Lo SO = Sl =100 ) ox L% =10 = 1000

En el material de perlas existe un sistema que representa en
cantidades reales los cuadrados y cubos de los nimeros del 1
al 10. Cada ndmero conserva en isus potencias el mismo color que
tienen los bastoncillos de perlas usados en las sumas,

Por cada nidmero existe; el bastoncillo que lo representa ;
tantod cuadrados dsl mismo ntimero como unidades contiene ;
un cubo construido con €l misme ndmero de cuadrados; una
cadena de perlas correspondiente al cuadrado, donde las diversas
partes (el nimern repetido por si mismo) son distintas; y una
cadena correspondien‘e al cubo, dende son distintos los cuadrados
y los simples bastoncillos que representan el ntimero,

Este material permite estudiar separadamente los nameros
en sus potencias y la comparacion entre estas.

Por ejemplo, la figura 130 representa la segunda potencia de
los ndmeros 1 al 10 puesta en comparacién, tanto en forma li-
neal como cuadrada, y a un lado se ven los bastoncillos de los
nimeros colocados gradualmente.

Teniendo suficiente espacio para disponer paralelamente y en
toda su extensién las cadenas, se puede lograr a primera vista una
idea real de la progresion geométrica de los numeros,

1128 AR SRR I /R SR OR)
14 9 16 25 36 49 64 81 100

La forma de los cuadrados rigidos donde las perlas estdn li-
gadas, permite su superposicion, asi como las disposiciones mds
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f
eee  bastoncillo del 3. i § %
»-8- cnadro del 3 en forma .t ?‘ff i i
ks geométrica. 't.” I_::; 1
!

cubo del 3 en forma
geométrica,

z
i
:

e e e e R e e L e e
|

see ®see-seoe cuadrado del 3 en serie numérica lineal.

P S

I s s a et w0 (st S 8| Bttt | ST

830 o9 8060 - cadd DO G008 DG -G 099

cubo del 3 en serie numérica lineal.

[
—— e
-

I,os cuadrados de los ni-
meros del 1 al 1o Tepre-

. : i . I sentados por cadenas li-
Pongamos aqui un ejemplo del material, el relativo al 3 : neales y por cuadrados
‘- rigidos.
o.08 bastoncillo del 3.
' 8P t b s
I cuadrado del 3 en forma ¥ '
geométrica. ; [
o s §s
cubo del 3 en forma geométrica, 31

12345678910

i)

Fig. 131

ooe >oee o cnadrado del 3 en serie numérica lineal.

SO0 909 000+ 000 GOt eI+ O OO SCH
cubo del 3 en serie numérica lineal,

Fig. 130
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i1

Cadenas del cuadrado v

del cubo de 5 reunidos

formando fgura geomé-

trica por medio de plie-
gues exactos.

®
~

o -——8—g—e 1

[} § S = G — 0 S B B P ST i

I3

9099995900000 550090+ 0 B0ttt tn

Cadena del 5 en forma
lineal.

990 0990090 003925090 950 900 P

Fig. 132
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variadas adecuadas para hacer resaltar la relacién entre sus di-
mensiones numeéricas.

Comparando en la misma forma los cubos rigidos y las ca-
denas de los cubos, se observa la gran diferencia entre cuadrado
y cubo de un ntimero.

De este mode queda una idea sensible de las longitudes re-
lativas al cuadrado y cubo de los nimeros y de su progresién.

13 2.1 3.‘{ 43 5:! 63 7-‘5 8.‘1 g.‘l’ 108
4108 27 64 125 216 343 512 729 1000

Comparando los cuadrados rigidos con los cubos se ve como
aumenta la tercera dimensién de éstos en relacién con cada cua-
drado. Cada cubo es superponible al cuadrado y viceversa, es,
por lo tanto, en la tercera dimensién donde estd la diferencia.
El hecho de que para cada nidmero existen cuadrados separados
en cantidad suficiente para poder formar un cubo, permite la
casi descomposicién del cubo rigido, porque, aun cuando éste no
sea modificable, los cuadrados separados lo pueden representar
como descompuesto en sus partes y dar lugar a cdleculos y com-
probaciones. '

Para cada cubo, sucede, que el nimero de perlas que lo cons-
tituyen en total es igual a las que forman el cuadrado repeti-
do tantas veces como unidades tiene el nidmero de donde se de-
riva. Sea el ndmero 2.

2 ¥ 2 = 4 el cuadrado
4 % 2= 8 el cubo

Sea el ndamero 5

B xeh 25 e] cnadrado -
2EEX R 125 el cubo, :
Los tres niimeros iguales 5 x 5 x 5 representan, efecti-
vamente, las cantidades de perlas que se pueden contar en las
tres aristas contignas del cubo, es decir, los dos lados del
cuadrado y después la arista que constituye la tercera dimen-
sion. Que 5 x 5 indica el cubo de 5, y cémo lo representa
es cosa evidente,

Fig. 133

13
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Esto da una base numérica a la geometria que hace mas cla-
ro el concepto del valor ctibico.

Si se colocan los cubos de perlas uno sobre otre, de modo que
cada uno de ellos esté dispuesto centralmente con relacion al ante-
rior, se logrard una construccién semejante a la que hacfan los nifios
pequerios edificando la torre roja.

Méds atin, las dos torres de perlas, roja y de cubos, pueden
compararse como un hecho aritmético pueste frente a un hecho
geométrico y como una correlacion entre nimeros y magnitudes.

Los cubos, desde el mayor al méds pequefio, tienen una aris-
ta que, medida en centimetros, es respectivamente de

10,9,8,7,6,5,4,3,2 y 1.

Por analogia puede saberse cuantos cm’. tiene la cara de cada
cubo de madera. Estas miden en cm. respectivamente ;

10T of gt SpAlRE SR qaias L asigs
100 81 64 49 36 25 16 9 4 1

Y el volumen: de los cubos se puede averiguar de igual modo :

]08 gs 83 73 6.‘! 53 43 35 2:! -Is
1000 729 512 343 216 125 64 27 8

Por lo tanto, el mayor cubo es igual 1000 veces el cubo pe-
quefio que estd en la cima de la torre y que representa la uni-
dad del sistema.

Una de las aplicaciones de las cadenas es, la de contar por
unidades y por grupos. La fascinacién que ejercen estas cade-
nas de brillantes perlas de colores, suscita en los nifios una ac-
tividad incansable para contar,

Ello hace pensar en una relacién psicolégica entre la forma
del rosario, esto es, las perlas enfiladas, y el mecanismo de con-
tar gue ha dado 4 catélicos v musulmanes un instrumento cuvo
uso no produce cansancio ; y también el hecho de que las perlas
enfiladas se llamaran cuentas, esto es, instrumento para contar,
explica en parte el fenémeno singular que se observa en nues-
tras escuelas, o sea, la paciencia que ponen los pequefios en la
operacién de contar las cadenas del sistema.

Especialmente la cadena del millar, es decir, la cadena mds
larga atrae, y se observa en los nifios como cuentan una a una to-
das las perlas hasta el fin. Coma dicha labor es fatigosa y los nifios
no pueden realizarla de una sola vez, vuelven al siguiente dia a
comenzar la operacién donde la habian dejado el anterior. Por ejems-
plo, si habian dejade el ndmero 350, vuelven a contar al dia siguien-
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B dattin i ot
- (R e s

A -cm-vmwamn. OGS G ia g

Cuadrado y cubo del cuatro y cinco con las perlas

Fig. 134

BRI gy pn PRt taRne &Y et

Cuadrado y cubo del cnatro y cinco. Las cadenas de los cubos
estdn replegadas sobre si mismas y sujetas con alfileres

Pig, 135

te a partir del 351 y, para ello, dejaron una sefial en la cadena sobre
el 350, sefial que es escrupulosamente respetada por los demds.

También el contar por grupos es una labor interesante, Lo
mds sencillo es contar por grupos la cadena del millar que nos re-
cuerda el sistema decimal : 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100
v después 100, 200, 300 ete.
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H1 cubo de los nfimeros sobrepuestos
en forma de torre

Fig. 136

EJERCICIOS CON LO3 NUMEROS

La Torre

Fig. 137

189
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El contar por grupos se convierte en un estudio de memorizacion
para las otras cadenas. También para esto existe un material de
pequefios cuadrados de cartén del mismo color que las perlas y que
se pueden colocar sobre los segmentos siempre visibles en las ca-
denas. Por ejemplo :

5 10 16 20 25

i 2 3 4 5

Fig. 138

En el dorso de los pequefios carteles hay un ntimero progre-
sivo de tamafio muy pequefio y cuyo color indica en cada uno a que
grupo pertenece. Por ejemplo:

& 10 15 20 | | 25

Fig. 130

Lo que facilitard el contar por 5, 10, 15, 20, 25 ete.

El hecho, ademds, de que las cadenas son plegables, siendo ri-
gidos solamente los pequefios bastones del niimero (por ejemplo el
5) hacen posible el replegar aquéllas, de modo que forme un cuadra-

do, o también con las cadenas del cubo una fila de tantos cuadrados

como son las unidades del niimerd, como se observa en la figura 132
respecto al nfimero 5.

Tales agrupamientos y comprobaciones dan lugar a estudios intui-
tivos y nuevas memorizaciones.

Contar por 3 hasta el cubo de 3.
30600 12 15 A8y 2242

Por 4 hasta el cubo de 4.
4 8 12, 16... 20, 24, 28, 32, 36,... 64.
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Contar por 5 hasta el cubo de 5.

5, 10, 15, 20... 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,
00, 95, 100, 105, 110, 115, 120, 125.

y asi sucesivamente.

La misma canfidad de nitmeros que crece contando por grupos
hasta el cubo de cada niimero, plasma por otra parte el concepto de
«potencia numérican,

[;a potencia siempre més lejana a la que se alcanza con un esfuer-
Z0 Siempre mayor. ;
g SPOT ejemplo : contar por 8 hasta el cuadrade y después el cubo
e 8.

8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64... etc.

Con esta serie de numeraciones se aprende a contar los muilis-
plos de los nfimeros.
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ANALISIS Y ESTUDIOS SOBRE RELACIONES

Ademds de los ejercicios que se refieren a la adquisicién de los
primeros conocimientos esenciales, se pueden introducir elementos
de un estudio mas a fondo que, atrayendo la atencién y la actividad
del nifio, lo preparan para un progreso hacia conocimientos esencia-
les mas elevados. Son conjuntamente una repeticién de lo ya cono-
cido conducido en diversas formas por el material, y un puente Fcil
y agradable hacia los estudios venideros. Esto sucede con los ejer-
cicios que los nifios han llamado: «Juegos sobre la multiplicaciény.

Unos permiten volver una y otra vez sobre cdlculos que es nece-
sario memorizar, y otros representan la ocasién de ejercitarse en
la jerarquia y, finalmente, existen juegos complejos que encierran
conjuntamente ambas dificultades y que requieren la cooperacién de
varios nifios (como el juego de la banca). Todos estos juegos se pres-
tan a observaciones sobre el orden y distribucién de los grupos nu-
méricos. Dicho estudio que, enunciado en esa forma, podia parecer
prematuro, e inadaptado, por lo mismo, para interesar a los nifios,
se hace, en cambio, apasionante si a la aridez de las cifras se susti-
tuyen objetos atrayentes y de colores que puedan desplazarse para
componer y recomponer grupos de perlas, de dibujos o construccio-
nes. Con fodos estos juegos utilizan, no sélo el material de los bas-
tones de perlas que representan los nimeros de uno a diez, sino ca-
si todo el material de perlas que serd descrito posteriormente,
v en particular los cuadrados y cubos relativos a los nimeros dos
al nueve.

_ Un ejercicio preliminar utiliza solamen‘e los bastones, y con-
siste en disponer uno debajo del otro los bastones iguales repetidos
diez veces. Cuando se ha llegado al cuadrado del nimero se deja un
espacio y se continta debajo de la acumulacién en columnas. En
este ejercicio sencillisimo, los nifios han encontrado tal interés, que
para facilitarlo se prepara una especie de bandeja de bordes salien-
tes que tiene un fondo de terciopelo, con el fin de, gue sus bastones
no resbalen. La disposicién del material es la indicada en la figu-
ra 140.
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1S4 $38884 4

o-levonessses

Fig. 140

La figura reproduce en su conjunto
todas las combinaciones numéricas ha-
lladas en los primeros ejercicios con el
material de |a tabla pitagérica y se po-
drian reproducir los mismos cdlculos,
contando las unidades que se vienen
acumulando cada vez que se afiade un
nuevo bastén a una columna, Aqui, sin
embargo, todo permanece estable y
ofrece un conjunto que se presta a la
observaci6n. En efecto, a cada namero
sucesivo se ve agrandar el relativo cua-
drado v reducirse en altura el rectan-
gulo de abajo, Bajo la unidad hay una
alta fila de nueve perlas colocado ho-
rizontalmente. Calculando los cuadra-
dos se encuentran los ndmeros 4, 9,
16, 25, 36, 49, 64, 81 ; aquellos nd-
meros que sefialan los limites en la
tabla de multiplicacién simplificada.
El producto del grupo entero corres-
pondiente a cada bastén se calcula f4-
cilmente, porque siendo diez las filas
se obtiene sticesivamente los siguien-
tes n@imeros: 10, 20... 80, 90. Y,
por esto, reduciendo el cileulo a la
forma decimal se podrian colocar in-
mediatamente debajo de las columnas
tantos bastones de diez como corres-
ponden al grupo, o sea 1,23.4,...
hasta O, Mas alld vendria el cuadrado
de 10 que es distinto de todos los gru-
pos porque es entero, mientras hasta 9
los grupos han podido dividirse en dos
partes. He aqui, pues, cémo el cua-
drado de 10 estd fuera de los caracte-
res de todos los grupos considerados i
éste es una unidad superior,

Cuando se guiere calcular el rec-
tingulo que estd en la parte inferior
de cada cuadrado, se puede hacer por
medic de una multiplicacién, por una
sustraceién, o también, por medio de
una combinacién de ambas operacio-
nes. Por ejemplo, considerando el 4
se puede hallar multiplicande 4 % 6
= 24 o también sustrayendo a 40 el
cuadrado de 4°= 16; 40-16 = 24.
El calculo de cada una de las colum-
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nas, sumando conjuntamente el cuadrado y el rectiangulo corres-
pondiente, es

0= | + 9
30 = 9 + 21
40 = 16 + 24
50 = 25 + 25
60 = 36 + 24
70 = 49 + 21
80 = 64 + 16
90 = 81 + 9

de donde se deduce que los rectdngulos representan cantidades si-
métricas en torno a 25 o sea al cuadrado de 5. Por lo tanto, el cua-
drado permanece siempre como centre de simetria, Pero, los rec-
tangulos indicados por las perlas, tienen una diversa distribucion de
las partes atin siendo iguales en la totalidad de las unidades. En efec-
to, uno de los recidngulos del 24 es igual a seis bastones de 4 y el
otro a cuatro bastones de seis. Asi un 21 a siete bastones de 3 y el
otro a 3 bastones de 7. Después viene un 16 formado por ocho bas-
tones de 2 y el otro por 2 bastones de 8 ; finalmente, existe un nueve
formado por nueve perlas sueltas y otro constituido por un bastén de
9. La posicién de los rectingulos estd en sentido inverso; por una
parte aparecen verticales sobre el lado menor y, de otra, se apoyan so-
bre el lado mayor, pero si aquellos grupos que forman un rectangulo
se sacan para disponerlos en el mismo sentido, se puede comprobar
materialmente su igualdad. Las diferencias numéricas entre los rec-
tangulos son faciles de calcular :

28— 24 =1
24 —21 =8
21 —16 =5
16— B-=

Esto es, la serie de los nimeros impares. Entre dichos ndme-
ros la diferencia es 2 :

e 2
S 2
S 2

— o
o

He acui, pues, correspondencias interesantes que hacen ya reco-
nocer en el ntmero la soberana cualidad del orden y de la ley.

El estudio de la disposicidn de los ndmeros, gue se encuentra en
la tabla de multiplicacién, es un trabajo distinto de la memorizacién
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de los resultados y no requiere ya la reduccién al minimo de los ni-
meros a recordar, sino que hace necesaria la presencia de todas las
combinaciones para que resalte la relacién entre ellas. Semejante
estudio podria creerse poco interesante para un nifio, pero si las ci-
fras se sustituyen por objetos atrayentes y coloreados que puedan
desplazarse y que se presten a realizar combinaciones, componiendo
y descomponiendo los grupos, entonces, el estudio de los nimeros se
hace apasionante. Un primer ejercicio consiste en construir poco a
poco las combinaciones referentes a la tabla de multiplicacion co-
menzando por los dos primeros nimeros 1 y 2.

44

1
|
|
Fig. 141

La figura permite encontrar, en sentido diagonal, los dos cuadra-
dos de 1 y de 2 y después dos rectangulos iguales formados, sin em-
bargo, por un lado con dos perlas separadas y, por el otro, con un
bastén de dos perlas. Prosiguiendn al nimero 3, se obtiene la dis-
posicién indicada en la figura siguiente.

Fig, 142

Los tres cuadrados (1, 2, 3) estan sobre la diagonal y, en vez de
construir estos cuadrados con bastones sueltos se colocan los co-
rrespondientes cuadrados de perlas que se hallan formados en el
material. Encima del cuadrado de 3 hay un grupo de seis perlas cons-
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tituido por tres bastones de 2 y a la izquierda un grupo de 6 perlas
formado por 2 bastones de 5. Afiadiendo las combinaciones del 4

\ | f (| \ I . A i .,

| g
| Ji¥eT
| 4]

I I
se preparan las pomhinaciones 4 x 1, 4 x 2, 4 x 3, 4 x 4; el
cuadrado de 4 viene a quedar en sentido diagonal, después del cua-
drado de 3 ; queda ahora por rellenar el espacio superior al cuadra-
do de 4, que estard compuesto por los productos inversos de los pre-

cec{ent-es, es decir, 3 x 4, 2 x 4, 1 x 4, En la figura siguiente
estd representada la construcciéon de los grupos has:a el 5 inclusive.

+ b0 bbb Tl deree
JRi

6

&
§ §:§@1c
SEEE
§ %E:TI
l.]lTL
$ $8p 10
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Ahora bien, dichas construcciones estin fealizadas en tal for-
ma que, sobre cada linea horizontal se hallan dispuestas las combina-
ciones relativas a un niimero solo 1,2,3,4,5... y como los bastones
relativos a un mismo ntimero tienen el mismo color, la construccién
resulta por fajas coloreadas. :

Construcciones en dngulo. Otro modo de ordenar las combina-
ciones puede consistir en hacer de cada cuadrado el vértice de un
angulo, combinando en la parte superior y la lateral, los grupos con
bastones correspondientes todos ellos al cuadrado del dngulo. En tal
caso los bastones se colocan arriba, en sentido horizontal, y al lado
en sentido vertical.

¥ oo #9598 . — . .0-0-0-0-0
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]I lI i : { : ‘é?_f?ép oo o 0 0
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Fig. 145

En este caso la figura se presenta, no en fajas, sino en éngu!os
de]l mismo color. Un ejercicio consiste en contar los bastones libres
correspondientes a cada cuadrado y busear cuantos cuadrados iguales
mds, podrian construirse con ellos. Comencemos por el 2; hay dos
bastones de dos, uno encima y otro al lado del cuadrado de 2, con los
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cuales puede construirse otro cuadrado de 2. La suma.de las unida-
des relativas a la faja angular del 2 es, pues, igual a dos cuadrados
de 2, pero, esto es precisamente el cubo de 2. o e
‘Observemos ahora la faja angular del 3. Existen en la parte su-
perior tres bastones de 3 (2 + 1) e igualmente al costado (2 + 1),
luego se pueden construir otros dos cuadrados de 3, L4 suma es, pues,
tres cuadrados de 3, o lo que es igual, tres elevado al cubo, En la
faja del 4 existe un grupo de tres bastones junto al cuadrado de 4 y
lo mismo sucede en el lado. Quedan dos bastones a cada lado, que,
en conjunto constituyen otro cuadrado. Son, pues, 4 los cuadrados de
4 y la suma total es cuatro elevado al cubo. Lo mismo sucede con
el 5, como lo demuestra la figura siguiente: '

0 99090 15

6263 51 64 55 45 15 36 256
gt < ke 65 d+a ctb
Fig. 146

14
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Analogamente sucede con las combinaciones que se refieren a
todos los otros nimeros ; por lo tanto, el resultado de todas las com-
binaciones numeéricas existentes en una tabla de mul.iplicacion de 1
a 10 es igual a la suma de los cubos de los nimeros 1 a 10, Por ello,
los cubos de perlas que se pueden superponer, formando una torre,
corresponden, en cuanto a valor, al bello tapiz de perlas, de dngulos
de colores, que representa las combinaciones numéricas de la .abla
de Pitdgoras. Esto se presta a ejercicios colectivos, andlogos a los
vistos en el sistema decimal, donde un nifio actda de banquero para
los cambios y las descomposiciones : es decir, en un caso determina-
do deshacer los cubos, o sea cambiarlos por los cuadrados y bastones
correspondientes, y de ese modo, poco a poco, construir, deshaciendo
ja torre de perlas, el tapiz de colores que representa la tabla pitago-
rica. Esta es, pues, la labor contraria a reconstruir la torre de perlas,
haciendo cambiar los bastones por cuadrados y €stos por cubos.

Se ha llegado asi a ejercicios muy complejos que requieren una
divisién del trabajo, pero que son en si mismos, claros y atrayentes (1)
Las perlas brillantes, de nueve colores diversos y vivaces, dispues-
tas sobre un tapete de terciopelo, la descomposicién y la recons.ruc-
cién de cubos, la torre que se convierte en un bello tapiz de ar-
gulos de color, ejercen una fascinacién que empuja a una apasionada
actividad.

Los nifios tienden siempre a realizar trabajos colosales. Nues-
tra intervencion en las escuelas, no es jamas en el sentido de empu-
jarles hacia delante, sino al contrario, en el de limitar y conducir la
mente hacia la simplicidad. Con ello no pretendemos impedir el
impetu desbordante que conduce, cuando se pone una nueva clave.
hacia el infinito. Dejamos a los nifios el entusiasmo de las multipli-
caciones de nameros grandes hasta el absurdo, o, de construcciones
que pueden dilatarse sin limites, pero, cuando estos fenémenos de-
muestran la entrada en un mecanismo que puede dominar la mente,
ofrecemos una nueva clave de indagaciones infinitas que permite
nuevas y diversas conquistas.

La nueva serie de ejercicios, consiste 2n considerar agrupaciones
dentro del cuadrado que no siguen la regular sucesién de los ni-

ntimeros, sino que prescinden de ella.
El primero consiste en dividir uno de los cuadrados de 100 e

partes desiguales, comio indica la cruz en la figura que sigue:

(1) Hste ejercicio se debe a la seiiorita Isabel Belavéry Bouchard, de
Budapest, directora de mna escuela Montessori.
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Fig, 147

0, también, colocar cintas entre las i
perlas que sefialan la separacion
g: }ﬁfaﬂm' Efectuando las operaciones relativas a las p;{?ﬁls que
n dentro de cada grupo, y sumando los productos, se cleb’e ob-

tener el mismo nuam
sea 100, ero de perlas que forman el cuadrado total o

Es decir ;
4 x 4 = 42: 16
0504 = 24
48 0= 24
(3 5 el = 62: 36
100

Se obtienen, pues, dos cuadrados di
) ’ es, s diferentes 4 y 6 y dos rectan-
ﬁzlolsdlgtéglgs{ pero inversos. Cada lado del cuadrado, q}ue es d?t?g
sido dividido en estas dos partes, 4 y 6. La operacién puede 2
pres:rse asi: 10°= (4 + 6)'= 4"+ 6°+ 2 (4 x 6) i i
madug::a;e%fg'ﬁmgﬁ eﬁte hnua;vo Dlénto de cristalizacién en aquella
; : e se ha formado, ha surgido una construcci6
111arlav1][0§a, que nos ha obligado a ofrecer otros materiales, no 3?:132
g]f;aarsa,djlngéncil;n%qrt%l_zs que tl-;tznen los cien puntos di-sﬁuestos en
uadrado ; - divididos y subdivididos por lineas y ¢l trabaj
Sisti6 tinicamente en procurar la posibilidad d e
tiplicaciones en e] interior 5 Ao fe i s o
que concluian por dar siempre el mis
File _ _ mo
E?Ss:(l)gg%gedéolgé \fal'lgeune después Ig consideracién sobre la cantidad y
i ras que se derivan; los cuadrado '
tran siempre sobre la diagonal : oren e
i y los rectdngulos se disponen simé-
tricamente de un lado y de ofro, resultando sus produ]itos iguales

d 05 a dos LOS Cuad I‘adOS
T i SOn tantos, €omo 11h-
dividido. E £ las partes del lado sub
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Fig, 148

son tres: 3, 2 V. 5

3 x3— 99— 3
A Aees =
B S
2% 33— 66—
Pilsei e e e
rirg L F——
b x 2— 10——
B Ar— iy ———
5 X 5— 25 ——5"
100

Este trabajo conduce a repetir los productos parciales enfre los
nameros mas variados y sin progresion entre ellog, de esa forma,

se llega al ejercicio, llamado en las escuelas : repetir los productos @

saltos.

Bien pronto los cuadrados de 100 puntos se muestran insuficien-
tes, v, de esta forma, surgieron los cuadrados de 12, 15 y 20 puntos
de lado. Basta conocer el nimero total de los puntos correspondien-
tes al cuadrado en el cual se trabaja: 12 x 12 = 144, 15 X 15
— 225 20 x 20 = 400, para tener el resultado, al cual, deben al-
canzar juntos los productos de las correspondientes combinaciones.

Los ejercicios se hacen complejos en dos sentidos, esto es: a) de
aumentar siempre la cantidad de subdivisiones del cuadrado, b) de
observar las disposiciones relativas y, por lo tanto, las relaciones en-
tre las Rguras resultantes. El punto de partida de cada ejercicio,
consiste en subdividir el lado del cuadrado en partes, asi que el lado
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3}5;_:110_ se conyierte en una suma de las partes en que ha sido divi-

Fig. 149

En un cuadrado de 15 (figura 149) se determinar en
3 + 2 + 4 + 6. Por medio de lineas paralelas se sefialan eno?odos
los lados del cuadrado las mismas subdivisiones y, de ese modo, que-
dan delimitadas muchas figuras. Las multiplicaciones a efectuar son
en nimero de 16 = 4 x 4 porque el lado del cuadrado ha sido di-
vidido en 4 partes. En efecto:

[ttt i S R g

Dl R G

3 —3 x4 = 2

4* — 3 x § = 18

Shi—aak de o = 6

6" —2 %X 2 = e

T"—2 %x 4 = 8

8 —2 x 6= 12

9" — 4 x 3= ]2

10% ekt @ g

[ B B e iy

12:‘—'4)(6: 24

|3k —EGixagiie=" s

14" —6 = 2 = 12

15" — 6 x 4 = 24

16* — 8 % 6= 36— 6
225
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La suma tota] de los puntos, calculada separadamente segin las
subdivisiones del cuadrado de 15, es igual a 225.

Mirando la figura, se observa cémo en el cilculo recorre el cua-
drado de los nimeros que representan las partes, en las cuales estd
el lado subdividido y que los rectdngulos son iguales dos a dos y es-
tan distribuidos simétricamente. Las partes del 15, siendo 3, 2, 4, 6,
se ve, observando la serie de las multiplicaciones, que cada ntimero,
estd multiplicado sucesivamente por todos los demds.

I]_ l
| 3.3 2,3 43 6.3
| 3.2 2 2 42 6. 2
" 3, 4 2.4 4 4 6. 4
‘ 3.6 2.6 40 6,6
|
Tabla A.

Es este, pues, el caso de multiplicaciones dispuestas en cuadrado
donde cada parte de un lado estd multiplicada sucesivamente por to-
das las partes del otro, siendo iguales y correspondientes las sub-
divisiones de los lados. Esto se puede representar numéricamente
en la siguiente forma :

15, =
15 =(3+ 2+ 4 + 6). (FRNtE2 A=kGY] =
(A0 R R (A ) IS (S )
Ao sk (D DY e (20 ) (2 G
o AN 2N A ) Sl 0)
S (R e (G S ) S 4) + (6. 6)

Tabla B.

es decir ; cada uno de los nimeros del primer paréntesis viene mul-
tiplicado por cada uno de los contenidos en el segundo ; esto re-
sulta mas claro escribiendo, de un color, las cifras del multiplicando
v, de otro color, la del multiplicador y para no confundir los signos,
poniendo como signo de 1a multiplicacién, un pumnto, para distinguirlo
de las cruces que indican la suma,
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JUEGOS SOBRE LA MULTIPLICACION

Los dos juegos, que vamos a describir, son el resultado de es-
fuerzos v tentativas hijas de nuestro deseo de secundar la actividal
de los nifios v han quedado como aportacién eficaz, y ahora ya, indis-
pensable. El apelativo de «Juegos» demuestra el interés y la alegria
que suscitan,

Son ejercicios que salen del campo de la escuela, para seguir los
nifios hasta sus casas, bajo forma de til pasatiempo para ellos y sus
amigos.

JUEGO DEL TABLERO

Este es una aplicacién de la multiplicacién analizada en forma
geométrica.

Un tapete estd preparado de modo que representa espacios cua-
drados de dos colores en filas diagonales, como en el tablero de un
juego de damas. (Fig. 150).

El tablero es rectangular y tiene un lado de cuatro cuadrades vy
el otro de seis 0 mads.

Los cuadrados tienen el lado de 7 centimetros aproximadamente Y
en ellos cabe un bastén de nueve perlas.

Encima y a la derecha, en correspondencia con los cuadrados,
estd indicada la jerarquia de los ndmeros: 1, 10, 100, 1000 ete. de
tal modo, que Ja unidad simple comienza en ambos lados a partir del
cuadrado extremo superior de la derecha.

Encima de estas indicaciones hay espacios vacios donde se po-
nen los ntimeros, arriba los del multiplicando, a la derecha los del
multiplicador. Los productos relativos a las unidades del multipli-
cador se colocan en la fila superior de cuadrados, los de las decenas
en la segunda, etc. ; es decir, en la linea que corresponde a cada cifra
del multiplicador comenzando siempre por el primer cuadrado de la
derecha de cada fila.

Lo mismo si se multiplican unidades por unidades, gue millares
d({:l multiplicador, comenzando siempre por el primer cuadrado de la
fila. :

Si el nimero de un producto resulta de dos cifras, por ¢jemplo :
3 %x 6 =18, el 1 y el 8 se colocan en dos cuadrados adyacentes
de la misma linea, el 1 a la izquierda del 8. |

FEl material que se usa es el de los bastones d= perlas, Si por
ejemplo, la multiplicacién indicada 3 x 6 fuera de tres millares del
multiplicador v 6 unidades del multiplicando, deberia colocarse 3 % 6
— 18, un bastén de ocho perlas en el cuadrado del mil, y una perla
en el cuadrado situado inmediatamente a la izquierda del anterior.
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Al final de la operacién, muchos cuadrados aparecen ocupados
por varios grupos de perlas, Por ejemplo, la multiplicacién 3424 x
526 daria lugar a la distribucién de perlas que aparece en la figu-

ra 152.
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Fig. 152
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Ahora viene la segunda parte, que conducird al producto total.

Sobre ¢l tablero los grupos de perlas pueden sumarse en senti-
do de las flechas o sea en diagonal. Se van sumando hasta 10 a lo
largo de la diagonal y cada vez se convierte en una sola perla que
pasa entonces, en sentido horizontal, al cuadrado adyacente de la iz-
quierda, sea cualquiera el plano en que se forma el grupo de 10.

Cuando no es posible reunir las 10, las perlas se reunen en un
solo grupo que, como es légico, no puede exceder de nueve.

Tales reglas hacen asemejar la accién a un verdadero juego que
sale del tablero. El niimero asi obtenido ha resultado «vencedory v
liberado del tablero va a alinearse en la fila de los valores definitivos

Es decir, los nimeros vencedores se alinean de derecha a iz-
quierda, debajo o arriba del tablero, sin ninguna indicacion porque el
valor estd dado por la posicién que cada uno va tomando al situarse
junto al otro. En nuestro caso el niimero definitivo estaria indicado por

b §—9—§

1801024

Fig. 153

~(Los ceros estdn indicados en el producto total por un bastén ca-
rente de perlas.)

La distribucién geométrica de la multiplicacién en el juego del
tablero, conduce a observar que los valores se disponen diagonal-
mente ; en el primer cuadrado del dngulo estan las unidades sim-
ples, después las decenas, centenas, etc. - B

En efecto, los dos cuadrados de las decenas correspondientes
a las unidades del multiplicador combinada con las decenas del mul-
tiplicando y viceversa ; esto es, que en los dos casos se obtiene la
unidad multiplicada por las decenas.

En la diagonal adyacente tenemos 100 x 1 y 1 x 100 o 10
% 10: es decir, todas las centenas.

Por ello las sumas gue nos dan el producto total, deben ser efec-
tuadas en los cuadrados situados diagonalmente.
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JUEGO DEL BANQUERO

__El juego que sigue llamado «Juego del Banqueron permite la
visién completa de todas las particularidades del procedimiento de
u‘Iéa multiplicacién v es paralelo a los ejercicios ¢on marcos o bas-
tidores,

MATERIAL BANCARIO

| ][ 700000][16000 [T * J[106][1 0] 1]
l ) 200000][20000] [200][20]("]
| |[300000][30000 ]~ " ][300[30 ][]
(A [200000](40000 | [ 400)(40]
|[500000]50000 0 * © 7| 500|L5_01%
| 600000)[60000]| [600][60][*]
I [700000][70000 | [700]7 0] ]
| [B00000][80000]_ ][ 800][B0] ]
| [S00000][20 000 J[900][20][ ]

Multiplicador Multiplicando

S EENEERER

E

Tig 154
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El material es de cartén y se sitida en una especie de «Mesilla
de juego». El ejercicio que ahora describiremos, es un ejercicio co-
lectivo que hace necesaria la colaboracién de dos o tres nifios y lla-
ma en torno a la mesa un pequefio piiblico vivamente interesado.
Pero son dos los principales personajes de esta accién compleja ; el
nifio que efectda la operacién y el «Banquero» que tiene en dep6-
sito todos los valores y efectda los «cambiosy que se hacen nece-
sarios de vez en cuando. Ademds hay un tercer personaje secun-
dario que anota los nimeros. El «material bancarion consiste en
carteles que tienen escritas las series de los ntimeros en todas las
jerarquias, desde la unidad simple, hasta las centenas de millar.

Otros carteles diversos representan los millones.

Los carteles tienen todos la misma altura, pero su longitud es
distinta segtin el nimero de ceros que siguen a la cifra positiva, ¥
teniendo dimensiones correspondientes pueden superponerse en for-
ma, que aparezean las cifras positivas en el lugar de los ceros, como

2 10

3 100

4 1000\

5 ' Fig. 155 (B

(8

9

Fig. 155 (A.
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_sucedia con los primeros carteles presentados; esto es, se pueden

componer grandes nimeros superponiendo carteles.

Esto es el material bancario.

Existe, ademds, un material para indicar el multiplicando y el
multiplicador.

Para el multiplicando existe un material semejante al bancario,
pero, que llega solamente a 9.000. Es de un color distinto y con él
se compone el multiplicando dado.

Para el multiplicador, en cambio, existen los siguientes mate-
riales : 1Y cuatro carteles de color distinto uno de otro que, con las
dimensiones conrespondientes, llevan marcados 1, 10, 100, 1000.

Hay, ademds, cuatro series de carteles gue llevan marcadas,

. cada una, la serie de los niimeros del 2 al 9 del mismo color, que

los cuatro carteles antedichos (del 1, 10, 100 y 1000) de modo que
se puedan formar niimeros de decenas, centenas, millares, superpo-
niendo al | de aquellos, estos otros carteles que llevan marcada la
serie natural de los niimeros (fig. 155).

Los ndmeros se forman cubriendo la unidad. .

Asi se pueden formar las decenas sucesivas: 30, 40, 50, 60,
70, 80, 90.

Andlogamente para las centenas, queriendo representar 700 se
cubre la unidad del cartel 100 con un cartel del 7 del mismo color.
que el 100, (fg. 156).

Fig, 156

Si se quiere después representar un nimero, todo de cifras po-
sitivas, precisa practicar una pequerfia construccién de superposicio-
nes : por ejemplo, 346.

Las superposiciones son primeramente 300, después 40 y, por
dltimo 346, donde cada cifra estd en un cartel o pequefio cuadrado
de diverso color (figz. 157).

EEm 00 m




214 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

Dados los ndmeros, multiplicando y multiplicador, el nifio que
actiia de registrador los anota y el que efectiia la multiplicacién los
compone con los carteles adecuados. Por ejemplo: 4347 x 285.

Fig. 155

Todos los otros carteles, relativos a la composicién de los mul-

tiplicandos y multiplicadores, estdn encerrados en una caja, alejados

del campo de la operacién,

La primera labor es la de descomponer los nidmeros separando
los carteles (Ag. 159).

Después se comienza la multiplicacion.

Todos los grupos componentes del multiplicador deben ser multi-
plicados por cada uno de los grupos del multiplicando.

Se ponen éstos, pues, a un lado y se comienza a trabajar con las
unidades del multiplicando (fig. 160), adn cuando se podria comen-
zar por cualquiera de los grupos.

Fig. 150

Fig. 160
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B

3 0

Fig. 161

Se aproximan primero las unidades (fig. 161); 7 x 5 = 35.

Ahora se pide al banguero la cantidad de 35 y él la toma del
correspondiente material bancario.

Estos carteles se guardan en una gran caja ; el ecumulador, don-
de el banquero guarda, de vez en vez, los carteles relativos a la eje-
cucién de la multiplicacion, mezclandolos todos confusamente. Des-
pues, se conitniia operando

Ahora el 7 del multiplicando debe ser multiplicado por las ocho
decenas del multiplicador (fig. 162),

500| |6 0]

Hig. 162

El 7 del multiplicando permanece en el centro, a su derecha se
pone el 10 cubriendo la unidad del 10, con el 7 y el 8 del multipli-
cador al otro lado, resultando el producto 8 X 70 u 8 x 7 = 56 de-
cenas, esto es; 560. Ahora el banquero debe entregar 560 que se
guardan en la caja del acumulador, : '-

El 7 x 200 se obtiene : colocando el 7 en el centro y haciendo
reshalar después baio el 7 la primera cifra del 100,

El producto es 2 X 700 = 2 x 7 centenas o sea 1400,

Y el banguero entrega un billete de 1000 y uno de 400 (fig. 163).
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4 0 0

Fig. 163

Cuando el multiplicando es una decena, una centena, etc., la
unidad del multiplicador se coloca bajo el dltimo cero del- multipli--
cando. Por ejemplo: 2 x 400,000 = 800.000 (fig. 164), S

Fig. 164

800.000, pues, es la suma que el banquero debe entregar y que
va al acumulador,

Puede suceder gue en el banto no gueden ya los valores pedi-
dos porque hayan pasado todos los de esa clase al acumulador. En-
tonces se sacan del acumulador haciendo los cambios oportunos con
el banco, en forma que los valores debidos entren en el acumulador.
Los cambios entre éste y el banco, no los hace con frecuencia el
banquero, sino un tercer nifio dedicado a la comprobacién y al regis-
tro, o también, un cuarto nifio si el registrador estd ya ocupado en
su funcién,
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De este modo el operador, el banquero, el registrador, y el nifio
que comprueba, trabajan hasta el fin,

El registrador vigila el multiplicando y el multiplicador, gqui-
tandolos de la circulacién cuando han funcionado,

El trabajo dltimo se reparte ahora entre el operador y el banque-
ro, principalmente, pero, también el niflo que comprueba debe vigilar
atentamente, para que no haya errores, e interviene en caso de ne-
cesidad.

Se vacia la caja del acumulador y se buscan los billetes de igual
valor, cambidndolos, de vez en vez, por billetes mayores que repre-
sentan su suma, porque de todos los que se han acumulado debe que-
dar solamente un billete por cada jerarquia de ntimero y estos bille-
tes, efectuadas las correspondientes superposiciones, dan el pro-
ducto final en un solo ndmero.

En la operacién que venimos efectuando deben quedar al final
tinicamente, los siguientes carteles (fig. 165) que superpuestos dan
el tota] 4347 x 285 = 1.238.895 (fig. 166).

2 0 0lo 0 0
SN0VI0 0.0
g 0 0
9 0

Fig. 165

Fig. 166
15
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RETORNOS REMOTOS

Volver al material de la primera infancia y usarlo adin; he aqui
un retroceso que debe significar reposo mental,

Las tres series de los bloques, la torrecilla roja, los prismas y
los bastones largos con las divisiones azules y rojas que distinguen
las unidades, esto es, la longitud del bastén més corto, Y ademés de
esto, el alfabeto con sus pequefias letras de papel de color.

La torrecilla roja ha tenido ya una evolucién brillante, esto es,
aquella magnifica torre de perlas de diez colores, que contiene el se-
creto de los ntameros, !

Aquf, sin embargo, queremos retroceder, precisamente al estado
inicial v repetir los mismos ejercicios que realizaban los nifios de
cuatro affos de edad. ’ !

EJERCICIOS CON LOS BASTONES LARGOS

Se disponia entonces de bastones de gradual longitud, uno junto a
otro, de modo que todos comenzasen en el mismo nivel precisamente,
para poner de relieve la dimension comparativa, y después, con un
trabajo regular, se colocaba el mas corto junto al peniltimo que tenia
9 veces lo longitud de aquél ; a continuacion el bastén del 2 adyacen-
te al del 2, etc. ; de este modo se formaban todos los bastones; 10.

1

P

L e e
== SRR S e PRl s
:"._..u—-l-—l.—l—-l—l- [ v 73 =10
S T ' 8 4 2 = 10
;‘._.p......-_..l._l_l_l_-l-l- [ 9+ 1 =10
o Sl S L I L R R 0 i

10?. e T = 10

Fig. 167

Unicamente el bastén del 5 quedaba solo, significando la mitad
de 10, '

Se constitufan de aquel modo cinco bastones de 10 y uno de 5,
y el recuento de todas las unidades, contenidas en el sistema, quedaba
muy facilitado por semejante disposicién, convirtiéndose en una
multiplicacién de 5 %x 10 = 50 y:una suma de 50 + 5 = 55.
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S £

= 10
GEETA= 0 10X 5
8+ 2 =10
73 =10 5
5 =5 5

55

TFig. 168

.Se puede representar esto, mediante un dibujo en papel cuadri-
ciilado, colocando en filas sucesivas un cuadrade, una fila de dos
cuadrados y asf, sucesivamente, hasta 10. i

Siendo 10 por los dos lados, siendo 10 las filas superpuestas y 10
los pequefios cuadrados cubiertos por la base, se puede construir un
cuadrado, es decir, una figura geométrica, como indica la figura que
representa 10% :

1234686788910

SR NOnSWN-

-

TSP T B ) 1 T N EILRE, B o
fradmny ) | )
i 1 ) | 1] '
:.-_-_J._.. 1 I '
£ oL e i i 10* i
4 1 ! T
& 1
g |
743 [
842 |
919 ]
10 |
y
A0
::2 -------- -
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Disponiendo después el 1 junto al 9, el 2 junto al 8, etc., se
logra llenar medio cuadrado, ha!biéndose formado cinco filas de 10

0 IR
superpuestas una sobre otra, A queda todavfg media fila, 5 o

sea 10

2

Por esto, considerando el ntimero mayor a que llega la serie 10,
se obtiene, que el total de la suma de la serie natural de los ni-
meros de 1 a 10 es igual a la mitad del cuadrado de 10 mids la

mitad de 10.

10° + 10
2

10° + 10 _
2

1+243+4+5+6+7 +8+9+10 =
100 + 10 _ g5

Si reflexionamos sobre ello, comprenderemos que lo mismo suce-
deria si se fuera en la serie, mas alld del 10, ya que se colocaria
siempre el 1 junto a la cantidad peniltima, que difiere de la mayor
en una unidad solamente, el 2 en la sucesiva, etc.

Veamos el dibujo del 16,

poenst el Iy
1 [Eeos L. !
I e |
I VU E = i
L, e Sl |
[ |
|
i | | |
| |
l | F |
) ] &l
Fig. 170

en el que se agruparon las cantidades, en tal forma, que se obtiene
16° + 16
2 2
De donde
14+2+3+4+5+6+ 74+8-+9+10+11+12+13 -+ 14+15+ 16
- = 16"+ 16 = 256 + 16 = 272 = 136 |
2 2 2
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Lo cual resulta mucho m4ds sencillo, que realizar la suma de un
nimero tras el otro. Véase, pues, c6mo la disposicién geométrica ha
facilitado el cdlculo,

En efecto, si se hubieran de sumar los nimeros del 1 al 100, es
atn mds evidente la simplificacion, pues, para realizar la suma si-
guiente

1248 L4 564 T4 84910 14124 1341441516 +17418--10-4-20
+21-F-22-+-23-4-24+-25-4-26 12728 4 20--30-+31 +-32-4- 8384 - 851-36-+-81
3843044041412 13- 4444544647+ 48+ 49-F-50-1-61-F52--53--54
555645758150 60461 -62-+-63-1-64-+ 63466 - 67-+-68-4-69-1-70-71
72 4 T34- 1475 +16-- 77138 70-4-804-81 +-82--83 + 81--85--86--871-88
-89-1-90--91--92-4-93+94-+95-+-96-+97--08-F-99--100

basta realizar este simple cdlculo, mds facilitado aiin por el sistema
decimal

100° + 100 10.000 + 100

> : 5~ = 5.000 + 50 = 5.080

Y si se tratase de una serie que debiera llegar a un nimero mu-
cho mayor, como por ejemplo 1.000, el cdlculo seria siempre sen-

cillo

1.000 zi 1.000 _ 1.000.000 2+. 1.000 _ 500.000 + 500 = 500500

Si se tratase de un ntimero grande, pero no consistente en unidad
decimal, como por ejemplo, el 854, entonces, se complicaria el cdlculo
solamente con la ejecucidn de sencillas operaciones

: T -
854 . 854 oo 7293162+ 854 Ak 73(]2170 — 365085

Para indicar esta simplificacién, que es general para la suma de
ntimeros dispuestos en la serie natural, se puede indicar con una
letra n (niimero) el dltimo al ciial llega la serie y con esta férmula

ik

e e W e

2

Si se quiere que el nifio llegue con entusiasmo a una férmula
algebraica, no precisa explicarla ni atraer su atencién sobre ella al
contrario, conviene no insistir. oy s

Lo que precisa, en cambio, es repetir aquel mismo ejercicio que
ocupa tanto tiempo al nifio de cuatro afios con el desplazamiento de
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los bastones largos, o sea, repetir agrupamientos que forman todos
ellos cantidades iguales a la mayor, y hacer las comprobaciones re-
lativas. Repetir esto con dibujos, con cintas, o bastones construidos
como un trabajo manual, etc. Y es asi cémo, de repente, la idea se
hace tangible y la férmula que la expresa, no sélo interesante, sino
necesaria, como es necesario el lenguaje para expresar las ideas.

Verdaderamente el dlgebra, que utiliza el alfabeto, es, con sus
formulas, un lenguaje de ideas matemdticas y apenas se conoce Su
significado, viene la tendencia a buscar entre los ejercicios ya reali-
zados, alguna idea més que pueda expresarse mediante férmulas al-
gebraicas,

CUADRADOS

Pero quedémonos en un nivel mis elemental : esto es: la multi-
plicacién con los bastoncillos de perlas.

Repetir tres veces la cantidad representada por bastoncillos de
perlas 6 + 4 + 9 quiere decir: repetir tres veces 6, después 3
veces 2 y por fin 3 veces 9. Pero esto sucederia con cualguier bas-
toncillo ; lo mismo es que en vez de 6, 4, 9 se hubieran escogido
2, 8 y 5. O si en vez de repetirlos tres veces, se hubieran repetido
ocho veces.

Por lo tanto, hay un hecho que se debe expresar, el cual es in-
dependiente de las cantidades mismas.

. He aqui el alfabeto que nos ayuda y los paréntesis que entran en
juego,

a(b+c¢+ d = ab + ac + ad

Veamos ahora otro ejercicio. Yo repito tres veces los mismos
bastones, 6, 4, 9. Después quiero afiadir atin dos veces el grupo
6, 3, 9. En ese caso he repetido la misma cantidad primero 3 vy,
después, 2 veces. :

El 5 se convierte en 3 + 2, los grupos son 6.

6 + 4 + 9
200 e LBl N N
3,000000 ®oeo0e )
tecoose T
ee oo seoee
2 oooc:: egoe d
a B o

Fig. 171
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La operacién con cifras, en este caso se expresa asi:

(3+2) (6+4+9)=3 (6+4+9)+2(6+4+9) =
3.6+3.4+3.94(2.6+2.4+2.9) :

Y en el caso general, con las letras.del alfabeto ;-
fe +d)(a+b+¢) =ea-teb+ec+da +db + de

Otro ejercicio muy interesante consiste, en tomar los pequefios
cuadrados de perlas, que representan los cuadrados numéricos de
1 a 10, y ver cuantas perlas hay que afiadir y ¢c6mo deben colocarse.

Por ejemplo : tengo el cuadrado de 4 y deseo obtener el de 5.

Debo colocar dos filas de 4 en dos lados adyacentes y después una
perla en el hueco que queda,

Lo mismo sucede en la figura 173, donde se pasa del cuadrado de

6 al de 7 ; dos filas de 6 a los dos lados y una perla en el dngulo.

Asi en todos los casos andlogos.

de 4* a 5° de 6% a 7%
®s 0 0@ s 008000
® e
@ L
® L
& L

®

@

Fig. 172

Los nifios, con la caracteristica de su trabajo espontdneo, que es
ordenado y paciente, siguen, por entero y ordenadamente, el paso de
uno a otro cuadrado,

Las cantidades de perlas necesarias para los pasos, son:

de2a 3=2+ 2+ 1= 58= 5
de aia 4= =g IS S R =S
de 4a 5=4+4+ 1= 9= 4
de 5 a 6=5+5+1=11=10+ 1,
de6a 7=6+61+1=13=10+3,
de 77a 8 =7+ 7'+ 1 ='15= 10+ 5.
de 8a 9=8++8+1=17= 10+ 7.
de 9a 1l0=9+ 9+ [ =10 = 10 + 9.

Para cada paso sucesivo, la diferencia entre las perlas’ que es
necesario afadir, es de 2.
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Veamos ahora el modo de efectuar el paso a saltos. Por ejem-
plo, de 5 a 7.
de 52 a 72

¢e® 009
L )

a
g
®
®
evooe

Fig. =173

Aqui precisa afiadir dos filas de 5 en cada lado, y el espacio gue
gueda vacio rellenarle con un pequefio cuadrado de 2.

El cuadrado total obtenido contiene los cuadrados de las dos
partes en que fué separado el 7; 5% y 2° que se encuentran a lo
largo de la diagonal. Y el espacio remanente, se llena con dos dispo-
siciones rectangulares de perlas, correspondientes a los productos
de las dos partes entre si: 5 x 2,

Otro ejercicio que se puede emprender nuevamente para estudiar
la coloca-m‘én de las partes en un cuadrado subdividido, es el relativo
a las multiplicaciones efectuadas en los cuadrados de puntos,

Aqui pueden emprenderse de nuevo los trabajos manuales con
papel de color o los dibujos,

. Comencemos por lo més sencillo, o sea, por el lado del cuadrado
dividido en dos partes solamente.

Tres cuadrados de papel de diverso color cada uno se recortan,
de modo, que con ellos se pueda reconstruir un cuadrado a tres co-
lores, como en la figura 174.

a 4

Fig 174
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El cuadrado asi construido resulta compuesto por cuatro figuras .
dos cuadrados y dos rectangulos.

El rectangulo tiene un lado igual a uno de los cuadrados y el
otro, igual al del otro cuadrado.

No pudiendo dar un ntimero a estas figuras, que no ofrecen pun-
tos que se puedan contar en medidas determinadas de lados, podre-
mos indicarlos con una letra y llamar, por ejemplo, las dos partes del
lado del cuadrado mayor a y b. Entonces, todo el cuadrado se puede
indicar asi: (a + b) *

Los dos cuadrados internos, teniendo cada uno como lado una
de las partes a, b, se puede representar por a® el uno y por b* el
otro. BEn cambio. los rectdngulos que son iguales y se pueden st-
perponer, representan la combinacion de las dos partes del lado y
se pueden indicar por ab.

El cuadrado entero, es igual a la suma de ambas partes (a + b)
= a*® + b* + 2ab.

Si ahora queremos, en vez de representar simplemente la figura,
realizar con estas letras una operacién semejante a la que practica-
mos con los nimeros, se podria indicar asi la operacién: (a + b)
(a + b) donde una & + b es el multiplicando y el otro el multi-
plicador,

Fig, 175

-Y como aa y bb son a* y b* se puede escribir, sustituyendo estos
signos a aquellas combinaciones: a® + ab + ba + b,

Pero ab y ba son el mismo rectingulo que se repite 2 veces ¥
ab + ba se puede escribir 2 ab. :

Por lo tanto (a + b)’= a*+ b*+ 2ab.
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(a+&)(a+b):
(a-rfr)a +(a+fr)ﬁ=
a-afﬂ.cw a.ﬂw gfy

+ 2

Fig. 176

Ahora bien, Aquel (a + b) se llama binomio ( i i
I Aqu que quiere decir
dos ndmeros) e indica las partes en que se halla dividida la linea
entera ; las dos partes forman un solo todo, el lado, y por ello, se en-
cierran dentro de un paréntesis. '

He aqui un cuadrado con el lado dividido en tres partes.

a b

PR )

Fig. 177

El dibujo hace evidente la disposicion de las figuras ; los cuadra-
dos a lo largo de la diagonal y los rectdngulos iguales que se hallan
simétricamente colocados. También aqui, no habiendo puntes que
contar, sino figuras por ver, se podrian llamar genéricamente a, b, €,
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las tres partes en que se halla dividido el lado e indicar los tres cua-
drados asi: a*, b?, ¢ mientras los rectdngulos, se podrian indicar se-
gtn las combinaciones de sus lados,

e ac en la primera linea superior.
103 st be en la linea siguiente.
Gy cb en la tercera. |

Asi, las tres series superpuestas de figuras se pueden indicar del
modo siguiente :

linea superior : a* + ab -+ ac,
linea media: ba + b* + bec.
linea inferior: ca + ¢b + ¢’

o o 9

L
2
3.

Todo este conjunto forma el cuadrado que tiene como lado

a4+ b+ c Estoes (a+ b+ (a+b+c)
Por lo tanto, siguiendo las normas establecidas con los nimeros,

tendremos :

(ath-+c) (a+b+c) = a*+ab+ac +
; " bat+b*+be+
ca-+cb+c?

Lo que resalta més, si se emplean colores distintos para las letras

que indiquen el multiplicando y el multiplicador.

(12+a +

C +C 1y ¢«
Fig. 178

Ahora, todas estas agrupaciones de letras se pueden ordenar me-
jor ; colocando primero en fila todos los cuadrados, y después, re-
uniendo grupos iguales, con la indicacién de que estdn repetidas d
veces, puesto que en la multiplicacién, el orden de factores no altera
el producto.

Y el producto, que indica la superficie de todo el cuadrado, queda
simplificado asi :
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{at+b+e) (a+b+ec) = a®+b*4+c® +2 ab+2 ac+2 bhe

az+g~"—+c¢+2a‘g,+ 2dc + ch

Fig. 179

Los tres términos que constituyen uno solo, como (a + b + ¢)
que representan juntos al lade de un cuadrado, se llama trinomio 5
los tres se encierran dentro de un paréntesis. Si los términos son
cuatro, por ejemplo (a + b + ¢ + d) se llama cuatrinomio. Si'son 5
(a -I]:l.ab + ¢ +l ccl:ll—: e),dpentanc}mtio, etc, \ ;

gamos el dibujo de un cuatrinomio Srmi
expresados n'-uméricajmen'ie, como en la 'ﬁgd.c‘nl,dSﬂo.m‘S LI E !

Fig. 180

Los prir_neros nimeros son pequefios y, por ello, aparecen indi-
cados por lineas breves, el dltimo, en cambio, es méds grande y la
ﬂgutl'za- toma el .aspact(a de ornamento de un dngulo.

ste ornamento de 4ngulo es el dibujo d inomio :
P il 7 ] e un cuatrinomio :

Aqui el papel cqadriculado sustituye, con los cuadrados, los
puntos y permite el cdleulo numérico de todas las figuras componen-
tes. Seria 4 x 4 = 186, ;
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PRISMAS

Volvamos a la serie de bloques usados en la «Casa de los Nifiosn

Seria interesante poder construir los bloques por medio de lis-
tones todos iguales al prisma mds pequefio, que tiene un centimetro
de lado en el cuadrado de seccidn.

En los otros prismas, el lado del cuadrado de seccion, crece
sucesivamente un centimetro hasta 10.

Se ha preparado un material, que permite efectuar estos pasos,
Primero, se usaban bastoncillos separados, pero la practica, hizo
necesario el unirlos, constituyendo, una especie de tablitas corres-
pondientes a 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 bastoncillos o listones, Estas uniones
consisten en tablitas, donde !a separacién de los listones estd dibujada,
y permite el contarlos, También los prismas estdn dibujados, lo mis-
mo en las caras rectangulares, que en las caras de secciones.

Es decir, que los prismas tienen las sefiales de un «andlisisy que
permite evaluar el nimero de unidades que los constituyen.

Se ve, entonces, que, para pasar del primero al segundo prisma,
precisa anadir tres unidades, esto €s, que el segundo prisma consta
de 4 bastoncillos.

Habiéndolo construfdo asi, sustituye a este conjunto el segundo
prisma, hecho de una pieza, pero que estd dibujado en su parte
externa indicando la unidad.

A éste se unen los listones sueltos, que conducen al prisma de 3,
con cuadrados de seccién. Precisan : dos listones para un lado y dos
para el otro y queda un espacio, en un angulo, que se rellena con
un bastoncillo.

Para pasar de uno a otro, fueron precisos 5 bastoncillos o sea
anidades y asi sucesivamente.

Finalmente, para pasar del prisma de 9 al de 10 se han debido
cubrir dos caras con nueve bastongillos y ha quedado el espacio hueco
de siempre correspondiente a uno ; es decir, que el ndmero de uni-
dades, igual al que se utilizaba para el paso enire los sucesivos cua-
drados de perlas.

Es decir, que las diferencias de los prismas corresponden a las
diferencias de los cuadrados ; aquel lado que en todos tiene la misma
longitud no arrastra variacion alguna al calculo. Ann cuando alcan-
‘zase 20 metros de longitud, no tendrfa influencia alguna en los

‘cdleulos de las relaciones entre los prismas.

En el paso de los listones largos para pasar del listén de 9 al de 10
bastaba afiadir una unidad.

En los prismas que varian segtin los cuadrados precisan en cam-
bio 19 unidades para pasar del pentiltimo al dltimo.

Si después se confrontan los dos extremos de la serie se encuen-

16
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Fig. 181

Fig. 182

Fig. 184
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Fig. 186
tra que para los listones larzgosISe va de 1 a 10 y para los prism
de 1 a 100 o sea de | a 10%

Los célculos referentes a las
graduada de prismas se reducen, pues,
es decir, a los cilculos que
planas, porque aguellos difieren solamente en su

pectivas.,

s secciones T

Iés relativas dimensiones de la ser e
4 los cdlculos de sus secciones,
e se podrian llevar a cabo sobre figuras
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CUBOS

Estudiando andlogamente los pasos de cubo a cubo en la torre
roja, se presenta el problema de encontrar cuantos pequefios cubos,
que son iguales al primero o sea al mds pequeiio, precisan para pasar
de un cubo a otro y como hay que disponerlos para comple:ar un cubo
mds grande,

A tal fin, hemos hecho construir muchos cubos pequefios que
tienen un centimetro de arista, Pero, siendo dificil la construccion
exacta con tales medios, porque caian los pequefios cubos y con la
superposicién concluian, sumados muchos, por superar los limites
debidos, hemos hecho construir tablillas cuadradas representando el
conjunto de pequefies cubos que serian necesarios para cubrir las
caras de los cubos grandes. Ademds, sobre los mismos cubos hemos
dibujado las subdivisiones relativas a las unidades que los componen,

Con tal material se puede facilmente pasar de un cubo al suce-
sivo en toda la serie de 1° a 10° (Fig. 186). -

Para pasar del primer 1* al segundo 2° es preciso, ante todo, pro-
ceder como se procedid con los cuadrados

Uno de un lado, uno del otro lado, v uno para rellenar el espacio
que dejaron estos dos,

Después hay que doblar el cuadrado de dos asi obtenido y se
precisan 8 pequeiios cubos para formar el cubo de 2 y, por lo tanto,

_para pasar del 1 al 2,

Para construir el cubo de 3, precisa cubrir 3 caras adyacentes con
tres cuadrados de 2. Quedan, entonces, tres espacios entre estas
caras y precisan tres listones de tres para rellenarlos, Después queda
ain, en el punto en que éstos debieran encontrarse, un espacio que
se rellena con un pequefio cubo.

Han sido, pues, necesarios ;

Tres cuadrados pequefios de dos = 3 x 27 =3 x 4 = 12
mds tres listones e dos =3 x2 = 6
mas un pequefio cubo : [ 1

19

esto es, 19, pequefios cuhos.
Sustituyendo ahora el cubo entero de 3, para pasar al de 4 se
presenta la misma construccion

3 (3% % 1) =38 % 9 =27 +

B AR) 9

i 1
37
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12 %3 =
I A3

Fduilspaa el : i
: : )

32 ot

32k

Fig, 187

Son, pues, necesarios 37 pequefios cubos,
Veamos ahora cudntos se precisan para pasar de 9 a 10, Con

disposicion andloga, resulfa: )
3% 0 % 1 = 3% 8l =243
Fis gl oo R = — |
1° = =
271

Para pasar, pues, del cubo de 9 al de 10, son necesarias 271 uni
dades, mientras para pasar del prisma de nueve al de 10 bastaban 19,

—— i

s—aritméticamente—usands

Estos ejercicios pueden ser repetido
al cubo de los nament

el material de perlas relativo al cuadrado y

de 2 a 10.

En efecto, pasando (por ejemplos), del cubo de 3 al de 4, s¢

pueden afiadir al cubito de 3, los tres cuadrados de perlas (3%,
después, tres bastoncitos de perlas, y, en fin, 1 perla. Asi se puede
caloular contando unidad por unidad el pasaje descrito:

3L 3.3+ 33+ 1=27T+27T+9+1=064=4

+E§+%+E‘B+EHH
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, También para los cubos, se pueden realizar pasos salteados, por
ejemplo, de 4 a 6. :

Sobre cada una de las tres caras adyacentes del cubo de 4 se
ponen dos prismas 4*x 1 y quedan entonces, a io largo de las aris-
tas, espacios que hay que llenar con 3 listones en cada lado forma-
dos de 4 prismas 2* x 1 v en el punto de su encuentro queda un
espacio que se reilena con un pequefio cubo de 2 de arista.

He aqui, pues, lo afiadido

G REa s AR =R R N SN S = g R =R
3q><(4x2”)=3(4>< 4) = 3 x 16 = 48
28 = A 28— % = 1t

152

2(4%x1)
Fig. 188

Veamos ¢on numeros

4P =d x 41 =4 x 16 = 64
R ERgIXIBY =18 25 =016
Ahora bien 216
— 64
152
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La diferencia entre ambos cubos es, precisamente, 152. .

Otro ejemplo de paso salteado; pasar del cubo de 6 al cubo
de 8,

Sobre tres caras adyacentes se colocan dos prismas de 6° x 1,
en total 6 prismas de 6 x 1| (cuadrados de 6). Quedan a lo largs
de las aristas espacios que corresponden g un prisma largo de 6 que
tiene como seccion un cuadrado de 2.

22 ing

Finalmente, en el dngulo en que convergen las partes afiadidas,
queda un espacio al que corresponde un cubo de 2. :
Las partes afiadidas son, pues ;

6 cuadrados de 6 ............ 6 x 36 = 216
AUPRISMES Do 2 e D A= O
1 cubo de 2 = 8

206

Calculemos ahora la diferencia numérica entre el cubo de 8, al
cual se ha llegado con la adicién calculada arriba, y el cubo de 6
del cual se ha partido.

8 % B'=18 % 84 = 512
6 x 6% = 6 x 36 = 216
296

CUBO DEL BINOMIO

La disposicién resultante de las partes del cubo asi construido
la parte constante que se repite en cada caso, conduce a férmula
generales que se pueden representar con los simbolos genéricos d
alfabeto. .

Asi se ve que el cubo de 8, resultado de (6 + 2)*, estd con
truido con los cubos de las dos partes 6° y 2°. :

Adem4s, hay tres prismas que resultan de los dobles cuadril
dos, colocados sobre las tres caras adyacentes—éstos resultan del
cuadrado de 6 repetido dos veces—es decir 6% x 2.

Y se precisan, ademds, otros fres prismas que tienen comao Sees
cién 2° y como longitud 6, es decir 2° x 6,
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El conjunto, pues, consta de

[

++

63
3(6?
3 (2*

X X 4+
SASES

Los prismas, pues, son de dos especies . uno tiene, por cara el
cuadrado de la parte mayor y, por altura, la parte menor, y el otro,
en cambio, tiene, por cara de la seccién, el cuadrado de la parte
menor y por altura, la parte mayor.

Esta distribucién, se puede comprobar en todas las combinacio-
nes posibles y es general. Se puede expresar mediante la férmula

(a + b)* = a* + b" + 3a°t + 3b’a

la cual desarrolla e indica la parte que constituyen el cubo de un
binomio (fig. 189-190).

'bs

Hig, 189
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Fig, 190

Para hacer tangible dicha foérmula, hemios hecho construir las
partes de un cubo segtin aquélla, que son dos cubos negros y los
prismas de cristal y, por lo mismo, transparentes.

Se ve, entonces, la posicion reciproca de los cubos, que estdn
colocados diagonalmente en dos planos distintos (plano del cubo @
v plano del cubo b) tocdandose por el vértice (fig. 191).

Fig, 101
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Cada cubo estd rodeado de tres lados de los tres prismas que
son sus satélites, teniendo la misma seccion cuadrada de dicho cubo
y la altura, igual a la arista del otro cubo.

Observando las caras, son todas iguales, reproduciendo la figu-
ra del cuadrado de un binomio, donde se ven los cuadrados corres-
pondientes a cada parte, colocados diagonalmente,

Colocando, pues, una luz eléctrica detrds del objeto, en una ha-
bitacién a obscuras, resaltan las figuras negras de los dos cubos;
mientras las aristas de los prismas de cristal, de uno v otro lado,
proyectan sus sombras sobre un disco blanco, colocado para refle-
jarlas.

El ejercicio de componer o formar este resto con sus partes, es
adn mds sencille y hacedero que construir la Torre Roja de los diez
cubos, Llamando ¢ y b las aristas de los dos cubos negros que in-
fervienen en la construccion, se pueden interpretar los objetos se-
gin una indicacién algebraica.

Se preparan carteles pequefios que indican, cada una de las par-
tes componentes, por medio de la correspondiente férmula alge-
braica (fg. 192); entonces, mezclados y tomados al azar, se va
huscando el objeto correspondiente a cada uno y se pone junto a
¢l, como hacian_los nifios de cuatro afios con los primeros carteles

i s e S R
(A 0 e TR

Ifig. 192

de los ndmeros o con los bastones de la numeracién. O también, a
la inversa, se alinean (o se escogen al azar) los objetos y después,
se busca para cada uno su correspondiente cartel algebraico. He
ofdo a nifios que habian combinado un ejercicio para dos. El uno
tenia los carteles en su mano y decia al otro «dame b’ay o también
wdame b'n pretendiendo, en esta forma, recibir un objeto; acaso
recordaban la famosa leccion de «los tres tiempos», Al escoger los
prismas, aun cuando los nifios reconozcan a primera vista la co-
rrespondencia con el cubo de su grupo, continuan durante largo
tiempo superponiendo sus caras.
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CUBO DEL TRINOMIO

El ejercicio ha suscitado tanto interés, que hemos pasado en
seguida al cubo de un trinomio, preparando un material que con-
duce directamente a la férmula algebraica corrrespondiente.

El material estf compuesto en total de 27 objetos; esto es,
tres cubos y 24 prismas.

La mayor parte de los prismas es de secci6n cuadrada y son
iguales tres a tres, Existen, ademads, seis prismas iguales entre si
que no tiemen ninguna seccion cuadrada.

Los colores ayudan a distinguir los objetos en sus relaciones
reciprocas y, al propio tiempo, conducen a la justa construccion
del gran cubo que debe resultar del conjunto de los 27 objetos.

Los colores son tres y distinguen los tres pequefios cubos com-
ponentes (a® + b® + <¢°). Por ejemplo, rojo a’, azul b’ y ama-
rillo ¢”. _

Los prismas iguales tres a tres, se refieren a los pequefios Cil
bos, cada cubo pequefio tiene como satélites suyos 2 grupos de
3 prismas, (en la figura hay representado un solo prisma de .'cauda.
grupo) que tienen todos la misma seccién cuadrada correspondiente
a una cara del cubo pero la altura de cada uno de los 3 prismas de
un grupo es igual a la arista de uno de los dos cubos remanentes,
y la altura del segundo grupo es igual a la arista del tercer cubo.

—

Fig, 103
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Fig. 195

Asi, por ejemplo, respecto al cubo a'—que es rojo—hay tres
prismas con seccion a® y por lo mismo roja como el cubo a° y de
altura correspondiente a b (y por lo mismo con las caras laterales
azules), En cambio, los otros tres prismas de seccién a® teniendo la
altura de ¢ tienen las caras laterales amarillas como el cubo ¢°.

Lo mismo sucede con las otras series de prismas de seccidén
cuadrada que se refieren a los cubos b y ¢,

Finalmente, los seis prismas iguales entre si, que no poseen
ninguna cara cuadrada, pero que tienen tres aristas desiguales a,
b v ¢, tienen las aristas, de tres colores distintos, iguales a los de
los cubos correspondientes,

Es evidente, que los colores sé6lo tienen una importancia re-
lativa en la construccién del cubo resultante : el cubo del trinomio.

Conjuntamente con dichos objetos, existen pequefios carteles
con la férmula que distingue cada unc de ellos (fig. 194); vy los
carteles con los nimeros 1, 3 v 6 indican las repeticiones de las
piezas a las cuales corresponden (fig. 195). Estos carteles son en
justo niimero, de modo que puedan colocarse encima de cada uno
de los objetos.

El primer ejercicio es el que se ejecuta con el material sélido,
mezclando los 27 trozos relativos al cubo de un trinomio v bus-
cando después los prismas iguales entre sif, para agruparlos segin
¢l propio criterio. '

Un ejercicio sucesivo consiste. en conocer la relacion de los
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prismas con los cubos, lo que se logra facilmente, gracias a los co-

lores y, de ese modo, se hace posible colocar sobre cada objeto el

cartel correspondiente : por ejemplo, a® b, ¢* b o abe. etc.
Concluida esta labor se puede proceder a dos composiciones,

una es la construccion del cubo del trimonio con los 27 objetos, co-

locando cada unc de ellos en el lugar correspondiente. La otra, es
la disposicion de los pequefios carteles que se pueden agrupar (su-
mandolos ordenadamente) colecando un ndmero en vez de los car-
teles iguales (fig. 196).

Asi

a2 |+ ff: 4 2 %
W3] la*bl+ (3] Bal+|3] cial
¢[3] lae|+ |3] [bc |+ 3] |c*b]|+

+[8] [abc]

Tig, 106

Lo que constituye la férmula algebraica del cubo del trinomio.

La construccién del cubo, pone de relieve la posicién reciproca
de los tres cubos pequefios, los cuales atraviesan el cubo grande
diagonalmente, del final de una arista al final de la opuesta, mdn-
teniendo contacto entre si por el extremo de una de sus aristas res-
pectivas y quedando situado en planos diversos: plano del cubo a,
plano del cubo b y plano del cubo c. (fig. 197). '

L @

&3

e L e e plano del cubo b

plano del cubo ¢

plano del cubo a,

RAIZ CUADRADA
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Considerar el cuadrado de un ntmero, es considerar una mul-

tiplicacién con caracteres especiales; el ndmero repetido por si
mMIsSmo,

N. N.? N.?

1 1 1

2 4 ' 3 {
3 9 27 |
4 16 64 '
5 25 125

6 36 216

7 40 343

8 64 512

9 81 729

10 100 1000

Tabla de los cnadrados v cubos de los nimeros 1 a 10
para el calculp de las raices

10 % 10 es el cuadrado de 10. En el cuadrado del niimero, el
nimero que se repite por si mismo se llama raiz del cuadrado.
El lado del cuadrado corresponde a la raiz (fig. 198).

Ve B Ay v’v’v" \

ST

DK KKK

D

XD

.99,

DX

¢.9.0.9,

X XD

OO

1S, 9.9,
102008 %e 0ol
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Ahora hemos de efectuar una operacién opuesta a la de averis
guar el cuadrado. Esta operacién opuesta consiste en hallar la raiz
cuadrada de un ndmero. .

Dado el ntmero 36 busquemos su raiz. Quien conserve en la
memoria la tabla de multiplicar, encuentra en seguida que la rafz
de 36 es 6, toda vez que 6 x 6 = 36. :

Si, en cambio, el nimero cuya rafz quisiera averiguarse fuerd
3, quien recuerde la tabla de multiplicacién, comprenderd en ses
guida que en 38 hay un cuadrado 6 x 6—el cuadrado de 6—mas
un resto de 2 unidades.

38 =36 + 2 = (6 x 6) + 2
El signo para indicar la raiz cuadrada de un nidmero es el si=

i k!

guiente ; V' 36 = 6. 38 = 6 con un resto de 2.

Usemos ahora el material. Tomaremos la tabla que nos ha sers
vido para los primeros estudios sobre la multiplicacién. Tenien:
al nfimero 36 representado por 36 perlas separadas, procuraremos
construir con ellas un cuadrado cada vez mayor; de 1, de 2, de 3,
de 4 etc.. colocando las perlas angularmente, mientras tengamos
perlas disponibles : :

®
123466 7 8910
] 1?----
‘:__u;lf;_jj
-»—-.—.—III- el =
| (85
v——n\_n_.,
oo 99 ° -
Fig. 199

Disponiendo las perlas en disposiciones semejantes sucesivas,
se alcanza, como indica la figura, al cuadrado de 6. La raiz estd
indicada por el nimero de los colocados en la parte superior. al
cnal, se llega construyendo, sucesivamente, un cuadrado siempre
mayor. En este caso es 6. .

Si no se logra completar un nuevo cuadrado, la cantidad de
perlas insuficiente, constituye un resto. '

Repitamos ahora el ejercicio con 52 perlas,
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o
123456 78910

2 g @ o b LR

L e r-: .
fi— : ][..' T V_‘§=?
T _.j 1 b con resto de 3
-0 [

Fig. 200

Se llega con ellas ha construir el cuadrado de 7; 7 x 7 = 49
y quedan tres perlas como resto, Por lo tanto, la raiz cuadrada de

52 es 7, oon un resto de 3. V 52 = 7 + resto 3

Esta seqcil[fsima operacion puede repetirse muchas veces. No
es una multiplicacién ni una divisién y, aunque se trata de disponer
unidades en forma semejante a como se hacia en las operaciones
precedentes, aqui la disposicién consiste en construir un cuadrado
con el fin de conocer su lado, ; ’

La operacion se llama extraccién de raices.
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RAICES DE MAS CIFRAS

EJERCICIOS PREPARATORIOS DE ANALISIS GEOMETRICO

Si el lado del cuadrado en vez de representar un nimero Gnice,
representa la suma de dos nfimeros (un binomio) sobreviene und
complicacién semejante a la que se estudié en las pequefias multi-
plicaciones dentro del cuadrado dividide en partes, y obsgrva_d.a:.,
después en dlgebra al estudiar el cuadrado del binomie, trinomio
ete. Asi, en la figura 201 se observan dentro del cuadrado pequerios
cdleulos de multiplicacién que sumados nos dan el producto total:

V @4 = 8 elevado al cuadrado, esto es, 5 + 3 elevado al cuadrado.

5 + 3

7 5x B 3 x5 25 +

=25 =15 15 %

JHh

i E5x3 | 3x3 9 =
=ilh =9

i 64

Fig. 201

Si aplicamos al calculo una interpretacion relativa al sistema
decimal, y si a las partes en las cuales estd dividido el lado del
cuadrado se atribuyen diferentes valores jerdrquicos, enfonces S&
obtienen resultados muy distintos (Fig. 202).

50 + 3
o | 50 x 50| 3 x 50 2500 +
° | =2500| =150 150 +
+ 150 +
o 50 % 3 3 x 3 ey
=150 | =9 = CEo
2809

Tig. 202
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El nimero, entonces, en vez de ser 5 + 3 = 8 s nyvi
en §0 + 3 = 53, y todos los cdleulos interiores que see rgggféiﬂ:
Ia’s. partes que constituyen el cuadrado, forman conjusitamente un
nu-mﬁro que es el cuadrado de 53, 53° = 2.8009.

I ejercicio atrayente, comsiste, en confrontar un i1
subdividido en partes (esto €s, constituido por dos lados rgﬁﬁaa“guuri?}
de los cuales representa la suma de partes determina&as) cono
por ejemplo, el rectingulo (4 + 6 + 2 + 3) 8 + 4 + B), o-sea,
é o lx 17 — calculado solamente en relacién con el valor absoluto
de los ntimeros— ; y calcular después el mismo rectingulo cuando
sus partes se refieren a diversos valores jerirquicos.

En el primer caso, las distintas fi ; igui
: guras represen
prodets et ) P tan los siguientes

32 + 48 + 16 + 24 = 120
s el e SR k)
20t 30 + 10+ 15 = 75
255
que en total dan el nimero 255.
1
] 4 + 6 LR 8
a2 48 16 | 24 = 120
.+.
I 16 24 8 12 = 60
+ 20 30 10 15 = 75
= 255
(4]

Fig. 203

En el segundo los productos se forman entre los dos térmi
(4,000 + 600 + 20 + 3) (800 + 4 + 5) y son: iy
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(2 + 5+ 4+ 4) (4 + 6 + 7) sise les calcula tomando como
3.200.000 160.000 20.000 base los valores absolutos de los ntimeros, dan resultados iguales,
480.000 24.000 3.000 estoes: 15 x 17 = 255. !
16.000 800 100 Pero si los niimeros asumen el valor relativo a su respectiva
2.400 120 15 funcién jerdrquica, los resultados son muy distintos ; y, en efecto,
S —— e 923 m las partes de los lados (4 + 6 + 2 + 3) (8 + 4 + 5= 16 ¥ 17
3.698.400 - g

se convierte en cambio en 4.623 x 845 = (4.000 + 600 + 20
+ 3) (800 + 40 + 5) = 3.906.435. Y en el otro rectangulo,
también de 15 x 17, (2 + 5 + 4 + 4) (4 + 6 + 7) se convierte
en 2,544 + 467 = (2.000 + 500 + 40 -+ 4) (400 + 60 + T)

constituyendo su suma el nimero 3.906.435.

= 1.188.048.
800 + 40 + 5
e =
§ 3.200.000 20.000 800 + 40 % 8
20.000 3.200.000
" 160.000 T
3 480.000 3.000 160,000
: 600
24,000 3 000 480.000
u 24.000
S :
it 16.000 800 100 a0
100 800 16.000
2 2.400 120 15
698.400 + 184,920 + 23.115 = 3.906.435.
3.69 : 2 - e
Fig, 204

Dos rectdngulos que tengan la misma superficie 15 X 17 pero

23 115 + 184.920 + 3.698 400

con sus lados divididos en distinta forma, como, por ejemplo, en la. = 3.906.435
figura 205. f R 206
400 + 60 7
000 Todas estas comprobaciones resultan todavia mds interesantes si
934.000 2000+ 800.000 120.000 14.00 | ?e confrontan las sumas referentes a las figuras que se hallan sobre
500 a misma lfnea horizontal (y representan la repeticién de cada ni-
+ 233.500 500 *+ 200.000 30.000 3.0k - mero del multiplicador por cada ntimero deI‘ rlnultlplicandp} porq-ule
280 aquéllas se identifican con los productos parciales de la misma mul-
+  18.680 40 L6:000 2.400 £ tiplicacién llevada a cabo con ef!r procedimiento aritmético. De es=s
28 modo estos ejercicios que se ofrecen como representaci6n geomeé-
s 1.868 4 W LG 240 trica de un anélisis minucioso del célculo aritmético, se convierten
= 1.188.048 por sf mismos en motivo de una nueva actividad.

Hig. 205

Cuadrados. — Dichos ejercicios realizados con el ecuadrado,
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ofrecen la maxima importancia, porque representan una prepara-
cién para el calculo de la raiz cuadrada. En la figura 207 (1 se ve el
an4lisis de dos cuadrados iguales, cuyo lado de 15 unidades estd
dividido en igual ntmero de partes, 2, 3, 4, 6 ; pero las partes
estdn inversamente distribuidas (Fig. 207 (2).

6000 + 400 + 30 .2
2 | 36 000 000| 2 400.000| 180.000| 12.000 38 592000
=
800
7| 2400.000| 160.000| 12000} 800 Al
: 192 960
- 180.000 12.000 900 60
3
12 864
+ 12.000 800 60 4 | § g
i 41,370,624
6432
6432
12864
19296
25728
38502
41370624
Fig, 207 (1

A pesar de esta identidad y s6lo por el hecho de su orden in~

verso, si se atribuyen a los numeros los valores jerarquicos deci-

males, resultan productos muy diversos entre si; en efecto, en un
caso se trata del cuadrado del ndmero 2.346 y en el otro del na-

mero 6.432.

5503716
41370624

Ahora bien: 2.346°
6.432*

i

En la figura estd representada la suma de las partes de l.a mis-
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ma direccién horizontal y los productos parciales obtenidos siguien-
do el correspondiente cdlculo aritmético. gty

2000+ 300 + 40 + 6
§ = 4.692 000
S 4 000 000|600.000 | 80.000 12.000 -
o 703 800
S| B800.000| 90.000 | 12 000 1.800
+
. 93 840
<1 80 000| 12.000 | t 600 240
14.076
1 : T
o 2 000 1.800 240 36 s 503 716
2346
2346
14076
0384
7038
4692
5503716 ; A
Fig. 207 (2

Lo que se debe observar, especialmente, en la repeticién del
cuadrado, es la reciproca disposicién de las figuras; ésta se debe
estudiar comenzando por la figura mds rica de wvalor gue es uno
de los cuadrados extremos en el sentido de la diagonal, como seria
en una de las figuras que ahora consideramos el cuadrado de 6000
y en la otra el de 2000. Partiendo de este cuadrado. que es un valer
maximo, como de un centro, conviene observar la simetria de los
rectdngulos adyacentes, que tienen el valor mds aproximado al mé-
ximo y poco a poco ver como se corresponden las figuras que tienen
el mismo valor, siguiendo siempre los valores decrecientes la misma
direccién hasta la unidad que se halla en el extremo opuesto de la
diagonal que se inicia en el cuadrado inicial. La importancia de es-as
observaciones radica en que la superficie del cuadrado representa
el nimero, v el lado la raiz cuadrada. Ahora, en la superficie del
cuadrado, el nidmero estd analizado v dispuesto en orden a su
valor, e indica qué partes de este valor estdn en relacién directa
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con la raiz cuadrada ; esto es, los adyacentes al lado del cuadrado.
Existen, pues, entre las partes, alguna que indican la raiz y puede
decirse que contienen la incégnita, Estas partes, como se observa
en la figura, son pocas y constituyen el marco angular que tiene por
centro el cuadrado de méximo valor y, a mayor abundamiento, este
marco teniendo partes simétricas, se reduce adn mds su ndmero.
En cambio, la mayor parte de los valores no tienen contacto directo
con la raiz y no depende de ellos el descubrimiento de la incégnita,

Este es, precisamente, el estudio que hay que llevar a cabo para
encontrar la guia que nos conduce al cdlculo de la raiz cuadrada.

ESTUDIO DEL CUADRADO TIPO

Es necesario, pues, construir un cuadrado tipo, es decir, una
figura directriz, que sirve para presentar claramente la distribucion
de las partes interiores, A dicho fin, corresponde un cuadrado cuyo
lado estd dividido en partes iguales v que, por lo mismo, resulta
compuesto por Aguras cuadradas e iguales entre sf, El ntimero co-
rrespondiente a las partes es la unidad que. segin su funcién,
asume diversos valores jerdrquicos: 1, 10, 100, 1000.

La fgura 208 representa el cuadrado de 1111.

1000 100 10 1

Fig. 208

Llevando a cabo los célculos. interiores, se fija la distribucién
de los valores del ndmero que corresponde a 1111 en el cuadrado.
La figura demuestra que los valores -
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millén de millar de millar
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vienen distribuidos en sentido diagonal y decreciente desde e| ex-
tremo A. al extremo B. del cuadrado, y, las partes simétricas que-
dan dispuestas segiin lineas perpendiculares a la diagonal A, B.
Los dos cuadrados extremos, el que forma dngulo de A y el que lo
forma de B son tinicos, es decir, carecen de simétrico, Uno de
ellos estd en relacién con la raiz; esto es, el de maximo valor en
el dngulo A. Los valores del mismo grado son, en sentido diago-
nal, perpendiculares a A. B, y sumdndolos se obtiene :

(i dadiper s e erre iy - o e 1
[Decergated HVEE WA era ity e 20
L& o5y oy 0 el L)t L) S S aRt= 300
AN BT L el el L 4 = 4.000
Decenas de millar .....ooovievnns A= 30.000
Centenas de millar ............. N 200.000
MilToneshpaRary: Wil Moo« TRalT [ = 1.000.000

1.234.321

El nimero representado por el cuadrado es 1234321.
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En relacién con la raiz estdn iunicamente algunos valores, los
mayores ; los millones ¥ las tres cifras que indican el ndmero de
los millares. Por esto la raiz depende solamente de las primeras
cuatro cifras del namero 1234321. !

Observemos, ahora, la distribucién de los valores del ndmero
como si se estudiasen las partes internas de un organismo, y Ve~
remos que, la cantidad : 3

Millones, estd toda ella sumida en una sola figura, que por Su,
situacion en el dngulo superior, y por €l hecho que de su altura
depende la de todas las figuras que guardan relacion con la raiz,
asume una funcién directora y la llamaremos : Jefe del dngulo

A B
! 1.000.000 2 100.000

Fig. 211

Fig. 210

La cantidad sucesiva en valor, esto €s, las

2 QCentenas de millar, se distribuyen en dos figuras adyacentes
a la figura Jefe y, por eso, su lado tiene las mismas dimensiones qué
aquél, De ambas figuras, una sola guarda relacién con la rafz, pero
la cantidad debe rellenar, necesariamente, también otra figura igur;i'
y simétrica. i

El valor sucesivo, o sea 3

3 Decenas de millar se distribuye en tres figuras, una de las
cuales, es interna y desaparece, ¥ las otras dos se distribuyen simé=
tricamente, uniéndose a las figuras de valores inmediatamente sit=
periores. Existe, pues, una parte interna, casi una viscera, que las
decenas de millar tienen la obligacién de rellenar antes de poderse
distribuir en el exterior (Fig. 212). R

Por fin, el tltimo de los valores, de los cuales depende la raiz,
es el de los |

4 Millares. Este se distribuye en cuatro figuras y ocupa todo el
camino de la diagonal. Mientras el primero, entre los valores, estd
concentrado en el tnico «jefe del dnguloyn, al dltimo estd disperso
a lo largo de la diagonal. Dos de las cuatro son internas, viscerales ;
podemos llamarlas, dos visceras simétricas y las otras dos se co-
locan en linea sobre los lados del dngulo. De éstas, una de ellas
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toma parte en la raiz v la otra es su opuesta simétricamente. Asi

concluye la distribucién de las part | ni in i
o raiz’(Fig. LoLs partes del nimero que estan ligadas

A

2 10.56' 4

3
A
b

O

Fig. a12 Fig, 213

Ade;xpés de éstas, existen otras muchas figuras (todas aquéllas
que estdn debajo de la barrera diagonal sefialada por los millares)
qtll](:t.l'lo tienen contacto alguno con la raiz, Existe, pues, una parte de
aibeenos‘eru?elel;fg%? milertaI que absorbe el resto del ‘nﬁmero Este
y la raiz no serd segura hast: :
probado si en el ndmero hay canti i Pl
: ntidad suficiente para satisfa
i ce
ﬂfﬁﬁiﬁiﬂa Es:;agt;::, eneces;arm observar atentamente también 11;1 ?:lsitsjl-
11 este e i i
e e espacio suplementario que completa el
. I I
Lgs centenas se distribuyen en tres espacios, de los cuales uno
gs asimétrico, interno, visceral ; mientras, las cantidades de dece-
as y unidades son superficiales, como se observa en la figura 214.
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Es conveniente ahora orientarse en un cuadrado cuyo lado esté
dividido en partes desiguales. Esto viene a constituir una serie de
ejercicios, en los cuales, los mnifios comprueban esta interesante
distribucién geométrica y las relaciones reciprocas de las figuras
en que queda subdividido el cuadrado.

Representemos el ndmero cuya raiz es 3245.

A 3000 900 40 LR

Fig. 215

El jefe angular es un cuadrado de 3. Sobre la diagonal A. B,
s6lo se encuentran figuras cuadradas y son las tinicas que se pueden
situar exactamente sobre una de las diagonales que atraviesan el
gran cuadrado. La otras figuras son rectdngulos tan diferentes en-
tre si, que no es posible alinearlos diagonalmente.

Las diagonales a través de las figuras que sefialan la barrera, al
otro lado de la cual estd la parte muerta, es una linea quebrada, y
esto sucede en la representacién de todo nimero que no sea com-
puesto con la repeticién de la misma cifra (444, 2222). La figura
jefe del 4ngulo, siendo el cuadrado de 3, dirige toda la raya o faja
angular, por lo tanto, las partes en relacién con la raiz son todas
rectangulos que tienen uno de sus lados igual al lado del cuadrado
jefe: 3 x 3, 3 x 2, 3 x 4, 3 x 5 Y como esto, sucedera pard
cualquier nlimero. N

Se puede genéricamente substituir con letras la cifra que indi-
can los valores de las subdivisiones del lado del cuadrado; lla-

mando

la primera cifra de la raiz a
la segunda
la tercera
la cuarta

oLy O
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ab
al d

bd

Fig. 216

El cuadrado jefe es, pues, €l cuadrade de la primera cifra de la
raiz: a’. En éste se halla, pues, recogido el valor de los millones
del nimero. Los dos rectingulos adyacentes, a. b, son una combi-
nacién de la primera con la segunda cifra de la raiz y se puede indi-
car asi: 2 a b, En éstos se recoge el valor de las centenas de millar
del ndmero. El tercer valor, las decenas de millar llena el espacio
interno b® (esto es: el cuadrado de la segunda cifra de la raiz) y des-
pués que ha dejado éste dispuesto, llena los dos rectangulos a. <. ; y
de ese modo este valor se distribuye segtin las figuras siguientes :
b*+ 2 a. ¢. Finalmente vienen los millares que ocupan cuatro rectdn-
gulos simétricos dos a dos, y dos de los cuales, son internos ; éstos
resultan de la combinacién de la segunda con la tercera cifra de la
raiz: 2 b.c. Y los otros dos rectdngulos externos resultan formados
por la combinacién de la primera, con la cuarta cifra de la raiz 2 a. d.
1101-2 est{:f los millares ocupan el espacio indicado por 2 b. c.

a. d.

Resumiendo, tendremos

los millones ,........... en a' = cuadrado de la primera cifra

de la raiz.

las centenas de millar en 2 ab = doble producto de la prime-

ra por la segunda cifra de
la raiz.

las decenas de millar en b® + 2 ac = el cuadrado de la se-

¢ gunda cifra de la raiz, mds el
doble producto de la primera
i v la tercera,

los millares en 2 b ¢ + 2 a d = el doble producto de la se-
gunda por la tercera «cifra
de la raiz, mds el doble pro-
ducto de la primera por la

cuarta.
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De semejante distribucidn resulta que, toda parte en relacidn
directa con la raiz, tiene como uno de sus factores, la primera cifra
de la raiz,

La parte muerta absorbente, es una regién completamente ale-
jada de la influencia del jefe, ella resulta de combinaciones entre las
otras cifras de la raiz exclusivamente ; es, pues, casi una repeticion
a la inversa de aquella parte del cuadrado que llega hasta la barrera
diagonal. Aqui estdn las unidades que forman el dngulo y, en todas
las combinaciones periféricas, es el lado de este cuadrado opuesto
el que dirige. Es decir: que la parte muerta tiene como jefe o
director, el infimo valor del cuadrado. En efecto, el d* es el cua-
drado de las unidades, o sea de la cuarta cifra de la raiz, Después
siguen las decenas que se disponen a ambos lados en dos rectdn-
gulos simétricos construidos sobre la tercera y cuarta cifra de la
raiz: 2 ¢ d. Por fin, las centenas se distribuyen en tres grupos;
uno interno asimétrico, que es el cuadrado de la tercera cifra ¢*;
y dos rectdngulos 2 b d que se acomodan sobre los de las decenas.

En resumen, la parte muerta se distribuye de la siguiente ma-
nera: las centenas en ¢*x 2 b d, el cuadrade de la tercera cifra
més el doble producto de la segunda por la cuarta,

Las centenas en 2 ¢ d, esto es, el doble producto de la tercera por
la cuarta cifra.

Las unidades en d*, o sea el cuadrado de la cuarta cifra.

RELACIONES NUMERICAS

Es preciso, pues, conocer, primeramente, el elemento es.snpial de__I ]
nGmero, esto es, aquel del cual se obtiene la primera cifra de
la raiz. :

Las cifras de una raiz mrltiple (esto es, de varios nﬁrperos)_
pueden ser 2, 3, 4 y mds. Limitando el cdlculo a las unidades
finicamente, dicha raiz puede tener los siguientes valores : -

1

10
100
1000

y, por lo tanto, el nimero que indica el cuadrado de cada una es:

1? = 1

10" = 100
100° = 10.000
1000° = 1000.000
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lo cual quiere decir que el nimero de ceros existentes en la raiz
se duplica en su cuadrado, por lo cual a cada puesto jerdrquico de
la raiz corresponden dos en el numero que representa su cuadrado.
_ Bste hecho resuelve un problema, porque nos dice cuantas
cifras tendrd la raiz de un ndmero dado; hay que dividir en gru-
pos de dos cifras partiendo de derecha a izquierda, o lo que es
igual, desde las unidades hacia las jerarquias superiores, y a cada
grupo corresponde una cifra en la raiz. Sea, por ejemplo, el ng-
mero 26758439. Este se prepara en grupos de dos cifras 26.75.
84..39, resultando cuatro los grupos, cuatro serdn las cifras de la
raiz; esto es, serd un namero que contendrd millares, La primera
cifra deriva del dltimo grupoe que, en este caso, estd representado
por 26.000.000. La raiz de este niimero, nos dd lo gue representa
la‘ parte fundamental y directiva de todo el cdlculo; es entonces un
namero, sobre el cual, se puede operar como cuando se buscaba la
raiz de una cifra, de aquel modo sencillo, esto es, construyendo
cuadrados sucesivos con aumentos angulares.

678 910

@ Oe8o0o|n
o0 ee oW
@ 000 0|b

® 0O @® 0 @|—

Fig, 217

En este caso, la primera cifra, esto es, la raiz de 26 es 5 (con

resto de 1), (Fig. 217).

. Sea otro ntimero, el 728495. Este se divide en grupos de dos
cifras de derecha a izquierda 72.84.95; y resultando tres grupos,
esto revela que la raiz llega a contener centenas. La parte que
da la primera cifra, (cifra de las centenas) es el 72 (72 decenas de
millar). El 72 es el niimero sobre el cual, se puede proceder en la
[F%Ijmazlrl!g;cada y resulta que la primera cifra es 8 con 8 de resto.

ig. :




I
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PROCEDIMIENTO PRACTICO PARA LA OBTENCION DE LA
RAIZ CUADRADA

Con un material de perlas, se puede proceder a la obtencidn de
la raiz cuadrada de un namere grande que tenga la raiz de dos o
mds cifras: por ejemplo 2136. Teniendo éste dos grupos de dos
cifras, tiene una raiz de dos cifras, de los cuales el grupo més alto,
esto es 21 centenas, dard la primera cifra de la rafz. Es necesario
tener delante un cuadrado tipo contenido en aguellos limites. 1

Fig. 219 |

Aun cuando se trate de un niimero que contenga millares, éstos
no seran, sino bajo forma de centenas, porgue es el segundo grupo
(partiendo de las unidades) en su fotal el que contiene la primera
cifra de la raiz. El ndmero, pues, debe analizarse en la siguiente
forma: 21 centenas, 3 decenas vy 6 unidades.

Utilizaremos un material andlogo al de las divisiones grandes ;
platillos para contener el ndmerc en forma de perlas sueltas, de
distinto color segtin las jerarquias; tubos con 10 perlas, también
de distintos colores para los cambios y una mesa con huecos dis-
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gluezs;tgsq:g ;gr:;la cuadra-dla donde puedan colocarse las perlas. Las

san para la extraccién de raices, difieren d ;
:es?_das para la multiplicacién en que en la parte' sup«erif:irri n: é:fé };aa
mlre sucdesnl:ia de los ntimeros y la cantidad de huecos, es mucho
laaﬁa‘?ﬂtﬁa (fig, 2_138 (2). Tomaremos—procediendo a la extraccion de
s platillos, poniendo en el primero 21 perlas (de las cen-

tendas), 3 perl
el umpdardé;i,).en el segundo (de las decenas) y 6 en el tercero

21 centenas 3 decenas 6 unidades

Composicién del ntmera del que se tiene que extraer la 1

representado por perlas o

Fig, 220

C
3 plautﬁilggeieuggocede a operar, se ct_}Ioca sobre la mesa solamente
o amlien disponénertlr ai:imed ;:agg el pi'lmero que contiene 21 perlas
: : construir un cuadrado si
vor, mediante colocacion angular de las perlas disponibfggpm i

5 centenas
de resto

Colocacién de las centenas y hallazgo
de la primera cifra de la rafz

o Fig. 221
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5 centenas 3 decenas 6 unidades

Pig. 221 (a

Nimero que queda después de encontrada la primera
cifra de la rafz

=3 decenas correspondientes a las tres del niimero y a
las 50 que han resultado de cambiar las 5 centenas
gue habfa de resto

Fig. 221 (b

Asi se llega a construir un cuadrado de 4 y queda un resto de
5 perlas. Precisa ahora cambiar las 5 centenas _converudas en de-
cenas y las 50 perlas resultantes se colocardn, juntamente con la_a:
que ya habfa alli, en el platillo de las decenas, y éste es el que
se usard ahora colocdndolo sobre la mesa, . )] _

Las perlas de las decenas van ahora distribuidas en dos grup
a lo largo de los lados interiores de la figura jefe, esto es, 4 a ufl
lado v 4 a ofro, continuando de este modo la formacién de filas de
4 perlas, hasta que en el platillo no queden suficientes para com-
pletar las dos filas. Al llegar a seis filas por uno y otro lado que-
dan afin 5 perlas que constituyen el residuo de las decenas. Es,
pues, 6 la segunda cifra de la raiz y asi se puede ya decir que la
raiz cuadrada del niimero 2136, es 46, lo que en cifras se escribe
asi :

V7 2136 = 46
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Aun cuando se sepa ya la raiz, la operacion no ha concluido.
Se la debe completar rellenando la parte complementaria del cua-
drado constituida por las unidades, Solamente, después de llenar
d:qho espacio residual sabremos si existe en el niimero cantidad su-
ﬁqleqte. Si no se pudiera efectuar dicho relleno, habria que dis-
minuir la raiz. Ademds, completando la operacién, sabremos si la
raiz es exacta y si del niimero queda un resto.

Las 5 _perlas-, residuo de las decenas, se deben trocar cada una
por 10 unidades, esto es, en perlas de otro color que se depositardn
en el fltimo platillo, juntamente conl las otras 6 que en €l se encon-
traban ya y, con ellas, se rellena el tiltimo espacio libre del cuadrado.

—

N
A
5 decenas
de resto
6
2900
L
L
@0 @
20 unidades
de resto
(]
Fig. 222
Colocacién de las decenas y hallazgo
de la segunda cifra de la rafz
Q0 0 a0 b
000 o6
(e filofie Mol aiN6)
O 000Co
d 000000
000 0O0op

Colocacion de las unidades y fin de
la operacién

Fig. 223
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Las perlas han sido en ndmero suficiente para cubrir el cuas
drado de las unidades y en el platillo queda un residuo de 20 unis

dades. El resultado definitivo es, pues, el siguiente V 2136 = 464
con un resto de 20,

CALCULO ARITMETICO DE LA RAIZ CUADRADA

Busquemos ahora el modo de traducir, en puro calculo con cifras:
la extraccién de vaices llevada a cabo con las perlas, y de manif
tarla con palabras. Dividido en grupos de dos cifras el nimero 213
buscaremos la raiz de 21 bien sea por medio del cédlculo mental
utilizando la tabla n.° 1. La raiz es 4, porque 4 x 4 = 16 y est
ntimero sustraido del 21 deja un residuo de 5 centenas, Se |
ahora la cifra de las decenas y obtengo el niimero 53 que debe
dividido por el doble de la primera cifra hallada para la raiz ; esto
es, 2 x 4 = 8; resultando 6 de cociente con un resto de 5, el
6 es la segunda y iltima cifra de la raiz. .

Para terminar la operacién, bajo la dltima cifra del ndmero, d
cual, se extrae la rafz, 6 unidades y, de ese modo, se obtiene un to
de 56 unidades que es en sintesis lo que resta del ndmero. Este
debe satisfacer la condicién que dividido por la segunda cifra de la
raiz de ceciente, da por lo menos, la mismama cifra, O sea, que
preciso que 56 pueda contener 6 % 6. Ejecutando la operacion se ve
que 56: 6 = 9 con un resto de 2. Pero a nosotros nos interesa
esta operacién para comprobar solamente que 56 : 6 puede dar de
cociente 6 por lo menos. Por dicha razén el cociente Gtil es, para
nosotros, aquel que tiene la misma cifra que el divisor ; lo que ex=
cede es resto. 56 : 6 = 6 con un resto de 20, La sustraccion que se
lleva a cabo para obtener el resto es restar del ndmero total de
unidades (56) el cuadrado de 6 (6 x 6 = 36), esto es, el cuadrado
de la segunda cifra de la raiz.

EXTRACCION DE RAICES DE TRES CIFRAS

Sea el ntimero 55606, Este puede dar tres grupos 5.56.96. De
los cuales el de valor superior, consta de una s6lo cifra, 5. La
primera cifra de la rafz es, pues, la raiz de 5, esto es, 2. 2 cen-
tenas. Pero procedamos con calma y oon orden riguroso. Constitui-
remos, antes de nada, el ndmero total con las fichas de varios co-
lores, segin el valor que €stas representan,
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#
!
1
'
1
I
|
I
1
b

5 cllecenas 5 millares 6 centenas 3 decenas 6 unidades
de millares

Composicién del niimero que tendrd una raiz de tres cifras
Fig. 224

y tengamos delante el cuadrado-gufa, con su lado dividido en tres

partes, gracias al cual estd a la vista el esqu : i Al
del niimero. quema de la distribucién

., - . . i
Cuadrado guia que indica cuantos espacios se tienen
que llenar con cada jerarqufa, y la situacién de ellos

Fig. 225

Segregando una ficha de las decenas de millar ésta se
forma en 10 ﬁchg.s. Este platillo que tiene ahora 15 fichas ;gagﬁj
lo:ca sobre la mesita y las fichas se distribuyen en dos grup(;s simé-
fricos como en la figura 226 (3, resultando, entonces, el nimero 3 que
reprEsentT Izlt gﬁgutéda lcil"ra de la raiz; 3 decenas,

n el platillo de los millares quedan fichas qu nvi
en 30 centenas en, el platillo siguiente, donde ;qugens ea ‘:I(;I;vtlierélilé
xfn €l ya estaba. Después de haber formado un cuadrado de 3
colocado entre los dos grupos precedentes, se divide el remanente
en dos: grupos como aparece en la figura, y resulta el ndmero 6 que
es la dltima cifra de la raiz (fg. 226 (1-7). Por lo tanto la rafz com-

pleta buscada es el niimero 236 (fig. 227).




270 MONTESSORI : PSICO-ARITMETICA

resto 1 decena
de millar

en el nfmero v a las diez de 1
decena que habian guedado

Colocacién de las decenas de
millares y hallazgo de la primera
cifra de la raiz
Hig. 226 (1-2

resto 3 rest
millares 3 centen
6
L
LAl RCA S
*w
. |® -
ae
Colocacién de los millares : Colocacién de las centenas:
hallazgo de la segunda cifra hallazgo de la tercera cifra de

la rafz

Fig. 226 (34

15 millares correspondientes & |
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resio
3 decenas

36 unidades : 3o correspondien-
tes a las decenas, 6 gue habfan
en el nfimero

Colocacién de las decenas

Fig. 226 (5-6

resto ninguno :
rafz exacta

Colocacién de las unidades

Fig. 226 (7
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200 30 Ge
Fig 227

Inversa. Seria un trabajo andlogo el representar la anatomia del
ndmero en relacién con la raiz hallada. La rajz 236 nos permite,
en efecto, construir el cuadrado que refleje la distribucién geome-
trica del ndmero del cual hemos partido, esto es, 556_96, y seguir
el juego interior acaecido entre las partes que, funcionando, han
extraido la raiz.

j? Q@ﬁ '399 ,Q:‘/
L 2 :9' i ‘50,’ %/
200 .©30 - (5] % 3 e
A ey

6 |1200| 180

Fig, 220
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EXTRACCION DE RAICES DE CUATRO CIFRAS

Pongamos otro ejemplo: de un ndmero mds mayor cuya raiz
sea de cuatro cifras,

Sea el namero 27.394.759. =

Este nimero se divide en grupos de dos de derecha a izquierda
para saber cuantas cifras y valores tendrd su raiz cuadrada.

27. 39. 47, 59,

La raiz, nimero de ocuatro valores tiene comienzo en los milla-
res. El cuadrado, guia relativa de la dis‘ribucién de los valores del
ndmero, tiene su lado dividido en cuatro partes,

1000 100 10 i

b

Fig. 230
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Construiremos para ello el cuadrado de los millares, distribuyen-
do el grupo en 27 perlas.

reslo

dos millones @

\_._."._J

Colocacién de los millomes : ;
hallazgo de la primera cifra de la raiz: la de los millares

Fig. 23t

El primer cuadrado es cuadrado de 5 y da como cifra dle ml-l?a:_
res de la rafz, deja dos como resto que van a unirse asdcl;anﬁ;_
tenas de millar constituyendo el niimero 23, con el cual.dse %1;_
construir las figuras adyacentes reservadas a las centenas -fe m& | 15
Estas cubren dos rectdngulos de 5 X 2 que dan_ pomg c; {lj‘a arﬁas _
raiz correspondiente g las centenas el ndmero 2 utilizando ol

resfo:

fres cenlenas
de millar

S

2

Colocacién de las cetitenas de
millares : hallazgo de la segun-
da cifra de la rafz

Fig. 232
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Quedan, pues, 3 que irdn a unirse a las decenas de millar for-
mando el nimero 39.

Este 39 debe formar tres figuras : una de ellas estd determinada
por los lados de los dos rectangulos precedentes, las otras se deben
buscar colocande las perlas a lo largo de los lados del 5 de los
dos rectangulos formados con las centenas de millar, El cuadrado a
rellenar es de cuatro perlas, Resultan dos rectdngulos 5 x 3 que
determinan Ja tercera cifra buscada 3, que significa 3 decenas en

la raiz. Las perlas correspondientes a las decenas de millar, usa-
das en total, son : :

2" +2 (3 x 85 =4 + 30 = 34,

resfo,

cinco decenas
de millar.

Colocacién de las decenas de
millares : hallazgo de la tercera
cifra de la rafz

Fig. 233

El grupo entero eran 39, quedan, pues, de resto, 5 perlas que se
unen a los cuatro millares del ntimero.

Tenemos, pues, 54 millares que deben rellenar las cuatro figu-
ras correspondientes a los millares segiin el modelo. Dos de ellas
estdn ya determinadas por los lados adyacentes de las 3 figuras
que acabamos de construir. Son los dos rectdngulos centrales

(2 x 3) que en total emplean 12 perlas. Las otras perlas del
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grupo de millares (54 — 12 = 42) son 42 y éstas deben distri-
buirse a lo largo de los lados de los rectangulos precedentes que
presentan cinco unidades. Si 42 perlas se distribuyen en 4 filas de
cinco por cada lado 5 x 4 = 20, se emplean 40 y quedan dos de

resto.
dos millares @

5
[ )
a ® & 0
® @
@ e
3 L)
® ® © © ©
® © o ® ¢
@ ® © © O
4l @ @ @ @

Colocacién de los millares :
hallazgo de la dltima cifra

Fig. 234

Las perlas utilizadas en total para rellenar las cuatro figuras co-
rrespondientes a los millares, han sido, pues, (2 x 20) + (2 x 6)
= 40 + 12 = 52.

La raiz estd ya determinada por los ndmeros 5, 2, 3, 4 y por
lo tanto V' 27.394.759 = 5234,

Sin embargo, la operacién no ha concluido todavia.

Faltan por rellenar los huecos, ahora ya determinados, que €O-
rresponden a las centenas, decenas y unidades del mismo.

Con las 27 centenas se rellenan las tres figuras, determinadas por
las precedentes, que son: un cuadrade 3 x 3 y dos rectingulos
2 x 4, es decir (3 % 3) 4+ 2 (2 % 4)y= 9+ 16 = 285,
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dos cenfenas @

5
e & @
2 90 & @
® ® ®
® o @
3 ® o o
® @
e e
® o
4 o ®

Colocacién de las centenas

Fig. 2135

Este niimero, restado de 1
°ro, as 27 centenas disponibl
gi 0:; ES(:2§12 centenas se unen a las cinco sgmégaess,dg? 33 e
el ’ooc- asdifl5 decenas resultantes se deben llenar las dmer;i).
B rrespondientes, que son dos rectdngulos 2 x 4 it 3
st , es decir, 2
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K Lh

Colocacién de las decenas

Fig. 236

Resta una decena que, agregada a las nueve unidades del ndmero,
dan ]a tltima cantidad del ntmero, o sea 19 unidades, con las cuales
precisa formar el cuadrado extremo opuesto al primero construido.

Este cuadrado es de 4 x 4 = 186.

El ntmero grande tiene, pues, un resto de 3.
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yeslo

P e @

Colocacion de las unidades y fin de la operacibn

V__Z?STM + 750 = 5234 con resto de 3
Fig. 237

- Toda la operacién se indica definitivamente asi :
V' 27.394.759 = 5234 con un resto de 3.
Si se efectGia la multiplicacién 5234 x 5234 se obtiene el nd-
mero 27394756 al que, afiadiendo el resto 3, nos da el primitivo.
Veamos ahora la openacién numérica correspondiente a la eje-
cutada con el material.
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RAIZ CUBICA

Si en vez de considerar un ntmero elevado al cuadrado se le
considera elevado al cubo, o sea, a la tercera potencia a’= a x a
X a, entonces el mismo nimero es la raiz cribica de la potencia,

Geométricamente se puede considerar la arista como la raiz
del cube. En el material de perlas, el bastoncillo de 10 represen-
taria la raiz de 1000,

En efecto, 10 x 10 % 10 = 100 x 10 = 10° x 10 = 10°
= 1000.

Recordemos aqui los ndmeros que se refieren al material lla-
mado «cubos de perlasy,

El numero de perlas en los distintos cubos era progresivamen-
te, entre 1 y 10

1

= 8
3 =127
4" = 64
= s
6 = 216
7' = 343 -
8% = 512
9 =720

Aqui se observa que el cubo de un grupo de unidades no llega
jamas al millar, esto es, que queda siempre encerrado en el grupo
jerarquico de las unidades (las primeras tres cifras: unidades, de-
cenas y centenas).

En cambio, apenas se llega a las decenas, la tercera potencia
estd encerrada en el grupo jerdrquico de los millares.

10° = 1000
20° = 8000

30° = 27000
40° = 64000
50° = 125000
60° = 216000
70° = 343000
80° = 512000
90° = 729000
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A su vez la tercera cifra de la base, esto es, la centena, tiene
su tercera potencia en el grupo jerdrquico de los millones,

100" = 1.000000

200" =' 8000000

300" = 27000000
400" = 64000000
500" = 125000000
600" = 216000000
700" = 343000000
800" = 512000000
900" = 729000000

A cada' grupo de unidades simples en la raiz corresponde un
grupo de tres cifras en la fercera potencia.

millones millares simples
(cubo) «centenas decenas, centenas, decenas, centenas, decenas,

unidades unidades unidades
(raiz) centenas decenas - unidades

simples

Si un ndmero, pues, estd compuesto de decenas y unidades, la
tercera potencia ocupard el primero y segundo grupo de cifras Por
ejemplo 35° = 42.875.

Si tenemos un namero, como el 421:875, se sabe que su raiz
consta de decenas y unidades : en efecto, esta es 75.

Si careciese de unidades no habria cifras positivas en el primer
grupo de fres como se ha visto anteriormente,

70° = 343.000; 343 es el cubo de 7.
7, = 343, 70° = 343.000; 700" = 343.000.000

., Cuando se quiere, pues, hallar la raiz ctibica de un ndmero se
debe dividir éste en grupos de tres cifras de derecha a izquierda y
la cantidad de grupos indica de cuantas cifras estd compuesto el
niimero de la raiz ciibica.

Por ejemplo, el n.° 592,704,000 tiene una raiz ctbica de cen-
tenas y decenas, pero las unidades de ésta son cero, porque asi lo
indica el primer grupo de tres ceros. :

En efecto, la raiz ciibica de dicho ntimero es 840.

En cambio el nimeno 701.453.125 indica una raiz etibica cofi
centenas, decenas y unidades efectivas; en efecto su raiz cibica

es 025, b
A esta primera observacién se puede afiadir ofra seguidamente -
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de la raiz,
Ee@- por ejemplo el n.° 15625,
pomu&; g:]aiiugonzta 2de décenas y unidades y las decenas son dos
= ;
hore ) € 2 es 8 pero el de 3 serfa 27, nfimero que exce-
Tomemos otro nimero, el 359 i
: ) 37 ; su raiz tiene decena ni-
gigesdefe;:twa? y6 las decenas son 3,’ porque 3° = 27 mignga:nél
o de 4 ser 4, i ; i i
nﬁmlgro 4 33-3 Efectivamente, la raiz correspondiente a dicho
recisa para ello tener siempre i
presentes los cubos de lo -
!71161;308 nimeros entre 1 y 10, es decir los cubos de 2 3, 4 Sspré
é i ag,rapi-grggg'solamente asi puede determinarse la primar’a cifra
un Z cublica v asi se inicia la o i6 j :
S peracion de wextraer la raiz

esto es, que se puede determinar efectivamente la cifra més alta

EL CALCULO PARA LA EXTRACCION DE LA RAIZ CUBICA

Para proseguir el cale i
. ulo de la extraccién de 1a raiz ctbica -
cisa, antes que nada, tener presente el citho, &

b

La arista es la rafz del cubo
Fig. 239

%{alraiz ctibica c]ie un cubo es su arista (fig. 239)
olvamos a utilizar el material que nos ha servi
X : I servido para cons-
truir los cubos, €ome por ejemplo, los cubos de paso dep un grado
:]1 otro de Ia. torre roja (ejercicios de dlgebra que han conducido a
a cpo?strtlz)ccuznlggr}érwa del «wcubo de un binomion).

=L cubo del binomio (a + b) ° nos indica la construccié

A n de

un cubo cuya arista es la suma de dos partes desiguales a v b.
I Estia Se construye con dos cubos 3 y b® y con ‘prismas, tres de
08 cud eg_tzenezn como seccién a® y como altura by trés que tienen
©omo seccion b® v como altura a. ;
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Los trozos necesarios para semejante construccion corresponden
a la férmula algebraica (a + b)® = a® + b® + 3a’h + 3ab’,

Los prismas correspondientes a cada uno de los dos cubos, base,
se colocan sobre tres caras adyacentes del cubo mismo, uno apo-
yado encima y dos en contacto con las dos caras laterales con-
tiguas, tocando el pequefo cubo con sus caras cuadradas que ©o-
rresponden en los prismas.

Usando el material, esto se puede hacer separadamente con 108
dos pequefios cubos-base, comprobandose que salve las dimensio-
nes relativas se tiene siempre el mismo dispositivo, Para las di-
mensiones los dos grupos se integran disponiendo sus centros (los
cubos) diagonalmente, con lo que se viene a construir el cubo del
binomio.

También en los dos grupos, cuando estan separados entre si, S8
enciientra siempre la arista entera del cubo del binomio (a + b)
porque <cada prisma superpuesto a uno de los cubos tiene la altura
del otro cubo.

Si el problema fuera, pues, no el construir el cubo, sino sims
plemente conocer la arista binomial, bastaria uno solo de los grupos.

Y si una de las partes de la arista fuese conocida (por ejemplo
del pequefio c¢ubo a) bastarfa colocar en torno Suyo los tres pris-
mas correspondientes en el orden debido v en seguida se veria apa-
recer por tres lados la arista entera binomial que se busca.

El resto no seria més que un relleno completamente sin im-
portancia directa y esencial. Con est> queremos decir, que no es
necesario construir el cubo entero para después medir o buscar la
arista (raiz ctibica), sino que para dicho fin, basta con la mitad del
cubo (0 sea uno de sus dos grupos integrantes).

Jugando, solamente viendo el material, esto se presemnta cotl
una evidencia verdaderamente accesible al mnifio, para el cual, .las
palabras mas sencillas, empleadas para explicar este hecho, serian
seguramente obscuras e ininteligibles.

Un ejercicio que conduce a ahondar esta evidencia, a hacer
comprender lo que podria {lamarse la anatomia del cubo, es el de
los pasos sucesivos, de cubo a cubo, desde el 1 al 10, bien sea re-
gularmente o a saltos. ]

Otro es la construccién del binomio, hecha con el material com-
puesto por los cubos negros y los prismas de cristali }

Los ejercicios descritos en el capitulo del dlgebra, constituyen
precisamente una preparacion dirigida al fin que ahora nos propo-

nemos va que la anatomia del cubo puede convertirse en una guia

del edloulo de la raiz cibica. A dicho fin, andlogamente a cuanto
se hizo para preparar el cuadrado guia en la extraccion de la raiz
cuadrada, precisa preparar corn cuidado un cubo-gufa basdndolo en
la térmula del cubo del binomio. ;

Precisa, sin embargo, seguir el calculo algebraico con una exacs
titud especial, porque éste ya no consta solamente dg los dos ele-
mentos constitutivos de la arista de un oubo, como serian 2 + 3.

Se ha convertido en un simbolo al cual aplicamos nosotros un
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valor decimal. Si la arista es 2
! ‘ j + 3, ésta consta de 2 dece
%Ie%mgzdgrs'dgﬁ g:nh:cialign?sl partes sigan materialmente in-{::?ia\¥
) S | ial, porque se refiere a la j
los nimeros. Para diferencia : sk
3 r este concepto en lugar de
usaremos las letras del alfabeto que més se aprmg(iman aci ss:i;t?iﬁ!:

cado decimal y diremos d (decenas) v u (unidades).

(d + u) = d* + 3d’u + 3ud® + u’

d? 2
10 10 10 e
10:00 10.10 . 1 ud us Iq
4. 10z -
100 0 {

Fig. 240

Esta férmula puede ser u i
; 1 : sada como guia en la construcci
iunndié:autl.gs lag.]cor[rll;al;hprtt?eramente se coloca el cubo m‘:a(;r?)lfnqﬂg
enas ; hecho esto se disponen los 3 pri ?
segundo tiempo, después se colocan | RETRs L
. : : tres prismas u’d y
en dltimo lugar, se coloca bo do i : e
! brs el cubo de las unidades u®., E
preciso es mnecesario y la labor de BB En
es . colocar las piezas bajo | i
de la formula algebraica es una de las tareas ilustrad-orz{s i gw&i
procedimiento del cdlculo. o
Se puede primeramente traducir la férmula en unidades deci-

males y después referir [ i Srmi
y ¢ 0s varios términos las i
que constituyen un cubo binomial. Rl

d® + 3d'u + 3uld + u?
EREE B R a3 R s ) =
1000 = 3 (100 x 1) + 3 (1l % 10) + 1.

La correspondencia
; C , pues, entre los elemen‘os de la férmul
jerarquias decimales, es precisamente esta : e

g:u ............... 1.000 o sea orden de millares.
b iy S R 100 o sea orden de centenas.

Ao 10 o sea orden de decenas.
............... 1 o sea orden de unidades.

Estos valores pueden hallar su correspondencia en el material
y para ello, uno de I_Gs cubos corresponde a millares, y el otro s; 1;1
unidad. Los tres prismas relativos al cubo de los millares corre
ponden a centenas y los otros, en cambio, a decenas s

El pubo asi analizado representaria el niimero ml:emras su aris-
ta partida en dos representaria su raiz ciibica. ’
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EL CUBO-GUIA

Tenemos delante un material que representa la guia del cdlcule
y estd constituido por dos cubos distintos el uno al otro en dimen-
siones y color, por ejemplo, blanco y gris. Sobre sus pinturas se
puede escribir y después borrar. Escribamos sobre la cara de uno
de los cubos, d® y debajo el ntimero 1000. Sobre una cara de los
prismas blancos cuya cara cuadrada corresponde al cubo blanco d*u
y debajo 100. En los otros prismas, que tienen la seccién cuadra-
da igual a las caras del cubo gris, (v que son también grises) escri-
biremos n'd y debajo 10. Finalmente sobre el cubo gris u® y de-
bajo el nimero 1.

El material asi preparado nos d4 la razén de cada fase del de-
sarrollo del cdlcule. Es aquel, puede decirse, la representacién ci-
bica analizada y precisada segun las jerarquias decimales del ni-
mero del cual quiere extraerse la raiz. Y al propio tiempo representa
la férmula algebraica en su totalidad, también dispuesta ésta bajo
la apariencia de un verdadero cubo, que se puede descomponer ¥
reconstituir para analizar su disposicién, y cuyas partes pueden
también ser colocadas en fila, una junto a otra, en el mismo orden
de la férmula algebraica.

El cubo-guia se le puede comparar al cuadrado-guia que sirvié
para la averiguacién de la raiz cuadrada. Aquel dibujo geométrico
que representaba en las subdivisiones del cuadrado, el anilisis del
nimero en sus valores jerdrquicos, (con la reduccion de todos a la
unidad) servia después de guia a un trabajo con las perlas, para su
colocacién sobre la mesa de operaciones. También para este ejer-
cicio mds elevado se ha preparado ofro material que permita la
averiguacion de la rafz ctdbica, no por medio del célculo, sino por
una construccion efectuada con objetos. Esta tiene como elemento
en vez de la perla el pequefio cubo unidad. Un cubo de madera
de un centimetro de arista (fig. 241). Pero siendo imposible cons-
truir cada vez cubos y prismas con cubitos sueltos, se han prepa-
rado los cubos de los niimeros 2 al 25 (aue tienen las mismas di-
mensiones de los cubos primitivos de la Torre Roja) que tienen di-
bujados con lineas, sobre todas sus caras, pequefios cuadrados de
un centimetro de lado, de modo que cada cubo tenga la apariencia
de una acumulacién de cubos unitarios. Ademds, los cubos de
los distintos nimeros estdn pintados de diferentes colores, como
los bastoncillos de perlas, que indican las cifras 1, 2, 3 ........... 9

* Ademds de estos nueve cubos descritos se ha preparado también

un material de chapas que, teniendo el espesor de un centimeiro,
esto es, del cubo unidad, representan segtin el nimero de cubitos
con que parecen construidos, los cuadrados de 2, 3, 4, 5 ......... 9,
los cuales estdn pintados del mismo color que el cubo a que per-
teriecen. Las distintas chapas pueden superponerse y constituir

.Ias tres caras adyacentes que sirve para fijar las pri
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pPrismas de varias alturas Yy estando agujereadas

pueden mantener unidas graci i
as a
parte- del material. - e

or el centro se

: ] icas que forman
También los cubos tienen un orificio central en

Smas.

Fig, 241
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No hay que confundir el cubo guia, que traduce geométricamente
una férmula algebraica, esto es, un hecho general y constante, con
el material de la raiz ciibica que sirve para proceder a un cilculo
aritmético determinado y efectivo, por medio de objetos que repre-
sentan cuantitativamente simboles numéricos. El material de cubos
y chapas se refiere a las cantidades sobre las cuales se opera : hacen
el oficio de un verdadero material de construccion.

Lo interesante ahora es, saber c6mo se representa el nimero.
Sea, por ejemplo, el nimero 79507, del cual se desea hallar la
raiz cibica. Con aquella cantidad se debe construir un cubo sepa=
randose sucesivamente cuanto se necesita para formar las partes
componentes que después van unidas. En vez de representar los
distintos valores del ndmero por medio de simbolos, como se hizo
en el caso de las perlas, tenemos aqui «bonos de cartény que per-
miten retirar del almacén donde estd acumulado el material, las
cantidades indicadas del nimero. Estos bonos son cartones cuadra-
dos de 600 unidades cada uno, divididos en seis cuadros de 100
y éstos subdivididos a su vez en cuatro partes, para facilitar la
evaluacion. .

Los cartones son de 3 colores igual que el material de las per-
las ; rojos para la unidad, azules para las decenas, y amarillos para
las centenas. Con unas tijeras se separa de vez en vez la cantidad
necesaria para corresponder al nmero y asi éste se prepara en
una especie de bono que d4 derecho a tomar la cantidad limitada,
necesaria para la construccion.

e 510, e G

. 1.9 5 0 7
Millares centena-decena-unidad
Preparacién del ntmero 79.507

Fig. 242
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Se llega, pues, con las cifras

: a establecer el cubo que es centro
angular’ de toda operacién. En este caso e
pren};iidol en 79 : el cubo de 4, P iRe et

or 10 que al bono se refiere, si hemos de o
erar con ord
separaremos del 79,’ tantos cuadrz’iditos de 4 oomop sean necesa-:%gé
gara constituir el numero correspondiente al cubo de 4 quedando
r:dl:a;tgongogﬂ ué’s-éesld?f de 13. Mientras el bono mayor gueda
residuo, hemos adquiri ]

o e an quirido un cubo que es centro de

El cubo adquirido con los honos
Fig. 243

Aquel residuo de 15 millares, se debe ahor i
1 ) a cambiar por 1
E?:teélg:& }?1‘[‘0]&!’]{1311;0'5 pues el residuo para tomar de una pho-ja ?ig :
o color (amarillo) 150 unidades qu id ist
R i que unidas a las 5 ya existentes

5 Cero 7
centenas-decenas-unidades

—i—

Residuo : 15 millares

Fig. a44 (1
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150 centenares correspondientes al
residno anterior de 15 millares

Tlig. 244 (2

Con éstas se tiene derecho a tomar del material para construir,
3 prismas; las que son adyacentes a tres caras contiguas del cubo
va determinado, Las prismas, pues, deben tener una cara cuadrada
de cuatro, pero dcual debe ser su altura? He aqui la incégnita. Se de-
berdn superponer sobre las tres caras del cuadrado, tres chapas de
espesor ung y <ontinuar del mismo modo mientras que el bono de
las centenas nos permita tomar material. Como se ve, contando los
cuadraditos en el dibujo, es posible tomar 3 veces las 3 chapas de
4* y queda un residuo de 11 centenas,
El 3 es la segunda cifra de la raiz.
Las prismas pues, resultan iguales a 4*° x 3. Asi se ha hallado

la raiz ctbica del ndmero 79507 que es V70507 = 43 4

Arrojemos el residuo—11 centenas—y tomemos 110 cuadradi-
tos de los bonos azules (decenas). He aqui a lo que quedé redu-
cido el ndmero. Con esto se deben tomar chapas destinadas a tomar
contacto con el pequefio resto de las unidades que es 3° y para
cada prisma se precisan 4 chapas de tres. Un prisma = 3°. 4.

Si cortamos con las tijeras, de cada vez las fracciones del abono
necesarias para obtener el material hasta que estén construidos los
tres prismas 3°. 4, queda un residuo de 2 decenas. De este modo
se encuentra al fin la cantidad de 27, que es precisamente lo su-
ficiente para adquirir un cubo de 3.

Los bonos estin ahora completamente gastados, El material
adquirido con ellos ha sido el exactamente preciso para componer
las partes del cubo de 43, Para demostrar la claridad y la ayuda
que presta el material en esta operacion, se debe trabajar con é€l,
independientemente del cilculo, sin preocupaciones del fin a que
conduce, Entonces el cdlculo resultard una simple escritura, un
ejemplo préctico.
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Trabajando pacientemente en la construcei

do chapa sobre chapa, ¢l nii 6n del cubo, colocan-

o realiza una lahor descansada e inte-
pensamiento a tra-

EL CALCULO 8
: — Se puede escribir | i i i
C i r la operac 5
Zt;gé% Ltlgd:punte. €Omo un recordatorio de |a la%or rlg;lli ar&tméu.c_a
esta preparacion. EA0E i

Sea el mismo ntimero 79507 del cua

cdbica, La el | se quiere extraer la raiz

operacién es la de dividi

posible al 79 sin superarlo.,
La tabla indica 4° — 64,
d ¥i="135
La cifra df{ las decenas es pues 4.
4 operacion se puede plantear con este comienzo

V 79507 | 4
64 4° = 64

e . Al (sigue)

El 79 no es cubo de 4 sino
que lo supera v por ello ; i
caleular el resto q i e o
il » Porque al proseguir, este resto tendrs que ser
El resto es 15 millares que serd ili
j res n utilizadas como
szztgr?;g ei‘ ﬁo;?e constituird con los 15 millares preé::;aiﬁl::; ' 1p sosr
- A S€ precisa probar cuantas veces cahe )
glagg e]d-tl'.lple del cuadradc; de la primera cifra de IaE?al’ZStenga—
5e divlde Lubapor 0. 4% = 8.16 = 48, F[ oociente. df 4l sk
mero 3 que es la segunda cifra de lq raiz. Asi, la raiz, que debi
ser g:? dos cifras, ha sido hallada. ) i R
resto de la operacién es un com ; .
c > plemento, un relle -
Erg}eZaeéepsreéci-lsgaagrnyerzmelnte, sustraer de 155 ung -cantiggdDigli:;ﬁil
rado de la primera cifra multiplicado por I -
lglllgdaA(Iost rris prismas) y después operar con el resto r%sultaanf: 3
4 esto hay que restar el triple producto del cuadrado de |a
20
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segunda cifra de la raiz por la primera, 3 ¢
= 108. Fl resto sen dos decenas que unidas a las 7 unidades, comns-
tituyen 27 unidades. De éstas hay que restar

cifra 3°, que es precisamente 27.
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(3% 4) = 3 (9,4) = 3,36

el cubo de la segunda

: 3
1.* parte PETTORDTE i T (1205 FE o Sl i
: : 64 4°= 64
averiguacion
155 .48 = 3 | 4*% 3 = [6 x 3 = 48
155 3 x 48 = 144
2." parte 144
De comple- 110 3% 4 x 3 =9 x4 x 3
108 = 36 x 3 = 108
merito 0 re- =T
21 at=—"27
lleno 27
0
Tig. 243

Veamos otro ejemplo. Se quiere hallar la raiz ciibica del nd-
mero 421875,

Dividamos primere el nfimero en grupos de tres cifras 421.875.

La raiz es de dos cifras : decenas y unidades positivas.

El grupo de los millares, 421, contiene la cifra de las decenas
que se halla consultando la tabla :

42— 343 =178
b =
gt = 512

Luego la cifra de las decenas es 7.

Prepararemos el ntimero usando el material de cartén de los
honos v después de haberle privado, poco a poco, de los necesarios
cuadrados de 7, llegaremos al residuo de los millares o sea 78.
Una vez en este punto la operacién se puede recoger del material

de madera un cubo de 7 sobre el cual deberd llevarse a cabo toda

la construccién, El residuo de 78 millares se transforma en 780.
Asi los bonos forman ahora el ntamero siguiente: 788 centenas,
7 decenas y 5 unidades. Con esta guia se construyen los prismas
que contienen la incognita y que tienen conocida, solamente, la
base cuadrada: 7°. Estos se construyen tomando sucesivamente 3
chapas de 7 para colocarlas en triple columna sobre las tres caras
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7, mientras existan. Las

triples column
as pueden acumula
T cada una 5 ch
apas superpues-

tas ;Egi présma }ius-x:ado €8 pues 7%, 5
) es la segunda iltima ci
ik { . Y dltima cifra de i i
Operaciéaxll rjtlizl_cﬁblqga del numero 421875 es 75]& ;::; e e
2 1zaremos el residuo de las 788 céntenas pi(“losegmrsla
, que es 53

vir para la construecion de t ri ue tengan como base e
; tr UE Irés prismas q g
cu_adra_do (_ie la segunda cifra de la raiz, 5 ¥ una altura igual a lal
- .

te justo co; ic i
n la adicion de las 5 unidades va existentes para recoger

de] matel"i&] e] Cubtl d
e 5. i
Y: as1 se ha Comp]efado ]a COnstr uCcidll

Figura del Caleulo Aritmético 3 :

2 _
V' 421875 75
Pt ﬁs_ |7 = 343 L |
788 3 x 70 % 2
3 —_—
o __73_5___ 788 | 147 = § e
537 B =
| o S X 5 =15 x 49 = 735
125 |5 x 7 = 20 = )
7% X 8 =21 = 525
e CRaE R e
0 5" = i25
Fig. 246
De 421 (millares) se obtiene la primera cifra: la I} Aol =

De las 8 centenas i
; S increme :
obugne. i ntadas con los restos precedentes se
P:r;ac‘:a obtlemdo ya todas. las cifras de la raiz.
o prismaquit;xr lﬁ operacién, precisa obtener de las 7 decenas
et 1 Jue sabemos componer, porque estdn consti S
e T nstituidos por

Finalmente precisa obtener de las unidades Su raiz '3/_12525,

—_—
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LA RAIZ TRINOMIAL

La exiraccion de una raiz ctibica de tres términos, no se puede
considerar como si fuera sencillamente la continuacién de la raiz de
dos térmtnos. Porque estd relacionada con un cubo trinomial que, en
su construccién, es mucho mds complicado que el binomial.

En efecto, las férmulas algebraicas son :

a’+ b'+ 3a’b + 3b%a en el binomial y

a’ + b*+ o°+ 3a’b + 3a’c | 3b%a + 3b% + 3c*a + 3¢'h +
6abc en el trinomial,

Es pues, indispensable, volver al cubo trinomial en su propia
construceion, y también a su férmula algebraica,

El material del cubo trinomial contiene la clave del procedimiento
necesario para el céleulo, pero, antes hay que estudiarlo,

a, cubo mayor, es un cubo de 100. '

b, cubo mediano, es un cubo de 10.

¢, cubo menor, es un cubo de 1.

Es decir, que la longitud de las aristas respectivas estd determina-
da en 100,10,1 : centenas, decenas y unidades. Por esto los n
meros que se derivan de dicha evaluacién los escribiremos sobre
carteles separados que se reservan para cada grupo de objetos

iguales.
Algebraicamente usamos otros del alfabeto que se afinan a este
concepto: ¢ = 100, d = 10, u = I,
El caso general, ya estudiado en algebra, aqui se especifica en
una ampliacién que sirve de clave para un caleulo numeérico.
Cada trozo va designado segtin dicha aplicacién alfabética y va,

también, calculado.

ol = 100 x 100 x 100 = 1.000.000 = ¢
) o 100_>< 160 % 10 = 100.000 = ¢*d
¢ u = 100 % 100 x 1 = 10.000 = ¢*
P10 X 10 x r0l = 1.000 = d°
e = 10 x 10 x 100 = 10.000 = d*¢
S TERN R TI() el 1) e R | = 100 = d*u
W =] S % 100 = 100 = u°
e =01 x 1 x 1 = 1 =t
LR [ ST B 10 = u*d
cdu= 100 x 10 x 1 = 1.000 = ¢cdu
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100 .10 4

1003, 1

0%, 1

P | 1

e | 113
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1,000 .

10810 .7

6C U

2 H

10

14,10

3UC 13U

3 Uy

100

10_10 100

+3.C+

100.100 21 i
3CU-
10000

10000

1

1

I
—

)
g ™
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o .|.-;;--1-
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{-q *__—1
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170§
i‘ig. 247
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Entretanto, el orden de los objetos o trozos, componentes, viene

esignado por su valor decimal, Pongdmoslos en orden Segln estos
valores y, al hacerlo, surgen ulteriores a

nifestaban en Ia simple’ férmuls algebraica,

: porque trozos u objetos
que tienen diversa representacién algebraica

poseen el mismo valor,

IAOTODIOTOI8) ohmesrs s ol

100.000 ..... .. .. ¢’ d

TOI00OR Poiits)|

10.000 ......... d* e
18000 & d*

L OOORES cdu

1000 d® u

L0 S s u? ¢

IO} e u’ d
I = u’

Como se observa en la disposicién resultante, los dos 6rdenes ex-
tremos estdn aislados y los otros son iguales dos a dos.

1.000.000 ¢’
100.000 ¢ d
10.000 chn—d&c
1.000 d*  cdu
100 de it
10 u* d
1 u?

millones centenas decenas
de millar de millar

(niimero) 1 1 1 1 1 1 I
(cubo) c’ 3¢d 3c*u d* 3d*u  3u’d g

nillares centenas decenas unidades

i Ll e s
3d’¢ 6sdu 3ue

El material, pues, se puede disponer en el siguiente orden :
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I II 11T s Vi T e
1
)
" 7 . (Cduj
2 5 )
¥ c | |tfcdu
C‘) u i £l
| o [ 2
1
1
c? cd || |d%c| |i]e ﬁ [i
L]
L S | s
edul ) g
: ! lcdul
c* d d'c| (¢
ctu_|, [cdul
L]
]
a ° &g e A
g i © ] g <
2 2 (-] ]
] 2 o H
g »
Partes esenciales de la Partes secundarias
raiz cfibica de telleno
Fig, 249

e ettt Semito 3, después s tes piin
Cipallies st’irt'igesl'u{;:f, se deben pgnef dg(s:2 :ssse;és‘?: frd?ai ;llagﬁt{ég nql::
;:2;135 é?&:ndgn;gﬁrgmlo%%{r))g‘ioega-sgc ::rﬁ ¢’u (bajo como u) y encima
3 pg:n']li g?;r:%l&grnfét?: c)i ge colocan : t%:ugc?gﬁ ﬂsi,sgte?: ;?nc:;nl}lasqg:
Li:;.l: izgoggdslh’?:l ;3111?; gﬁelgg %ugigr?];éperponer porque el cuadra-
T (,1; isstlgla;;ogzg uf:el L;:uc;miltirnc- grupo de 3u*d con el valor de 10 y

a unidad u®, ;i e .
ﬁnallgéer(:ﬁel modo el material queda alineado segun siete valores:

1

10

100
1000
10000
100000
1000000

il e W s el ISR q-.i!--.-.\_
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Este agrupamiento de sélidos geometricos hecho a base de] sis-

tema decimal, representa la guia del caleulo,

Para construir el cubo trinomial, precisa comenzar por 3' vy dis-
poner alrededor de este objeto, punto de partida, los grupos que re-

presentan el mismo valor,
Asi, pues, primeramente ¢* ( 1000000).

Después el grupo de 100.000: 3c’d (lo que constituye el pro-
cedimiento de la raiz chibica de 2 cifras) y a continuacién los objetos

del grupo de 10.000 o sea 3d%c - 3cu,

Siguiendo [a construccién, se obtiene la disposicion ya vista, esto
es: los tres prismas 3cd se colocan sobre tres caras del cubo super-
poniéndose a ellas, segiin ¢ y tocdndose en un vértice de c*. De

este modo se obtiene una prolongacién de la arista ¢, esto es ¢ + d,
como hemos visto ya en el estudio de la raiz cdbica de dos cifras,

El procedimiento que conduce a colocar los sucesivos valores de
10.000 es mds complicado, porque consta de dos partes: una 3d’c
que se refiere a d y ¢ y la otra 3¢y que introduce el tercer término 1.

En este conjunto hay pues una parte de relleno v otra, en cambio,
que conduce a hallar la tercera incégnita de la raiz, u, completando
asi la arista del cubo trinomial que se quiere construir: ¢ + d -+ u.

Al llegar a este punto, puede servir de ayuda el recordar los pro-
cedimientos relativos a la extraccion de la raiz cuadrada trinomial.

También en los cdlculos preparatorios sobre el cuadrado, cuando
se trat del cdlculo de la extraccién de la ralz cuadrada, fué necesa-
rio al llegar al trinomio cuadrado «rellenar un espacio enteron un
«espacio muerton M, antes de colocar las perlas que eran dtiles para
encontrar el tercer término de la rafz (c).

S

M : parte muerta, parte de rellerio que
hay que eliminar antes de buscar
la incéenita

Fig. 250

Después de esto existen muchas fieuras ; todas aquellas situadas
en. la parte inferior de una diagonal compuesta de cuadrados, que
no guardan relacién alguna directa con las cifras de la raiz. Diremos,
pues : existe un espacio parq relleno que el niimero debe cubrir sin

utilidad, por lo que a Ia rafz se refiere, al que llamaremos «espacio
muerto, absorbenten.
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Indudablemente se procede de tal modo en forma opuesta a la
matematica generalmente seguida. Aquella conduce, por excelencia,
a {a abstraccién. Y la primera objecion que se presenta en el campo
educativo de la psicologia infantil, es que «precisa conducir la men:e
del nifio hacia la abstracciénn. Cuando el nifio se ve rodeado de
tanto material arifmético, la objecién mas corriente es, que se liga
demasiado a la materia la inteligencia infantil. con lo cual, se retarda
o impide, tal vez, el que llegue a la abstraccion.,

E] método de «materializar la abstraccion, para hacer accesible al
nifio un camino que, de otro modo, le estaba vedado, parece, mis
bien, una contradiccidn.

Pero la abstracci6n en si misma es, no sélo una cualidad propia
de la inteligencia que tiende a «abreviary con la idea abstrac:a todo
procedimiento material, sino también una tendencia psiquica que,
haciendo «abandonary los hechos materiales, y por ello limitados,
permite «crearn un mundo de concepciones «irrea izablesy ; el mun-
do real de una creacién humana, més alld de la materia y de sus li-
mitadas relaciones.

En este sentido debe existir un «limiten, bien claro, de lo que se
puede materializar y de aquello que «solamente existe en la abs-
tracciony.

Un esfuerzo hecho en el sentido de materializar la abstraccion
es, sin duda, un trabajo de la inteligencia conducente a este limite.
Distingase el ser y el no ser,

Muchas veces, particularmente con los nifios, se llama qlld lo que
en cambio es acd, pero que requiere una indagacién si ha de con-
trastarse. De ese modo, la ciencia positiva ha colocado hechos natu-
rales en muchos seres vacfos del conocimiento humano que estaban
colmados con la idea de lo sobrenatural,

Todo lo desconocido se tiende a relegarlo entre lo «incognosciblen.
Y se habla a los nifios de «abstracciéony» en la misma forma que entre
pueblos salvajes se hablaba de Dios refiriéndose a casos y €0sas cofl-
pletamente naturales,

El ejercicio formativo de la mente infantil, que por su propio
cardcter tiende a las cosas vagas, debe consistir en ligarlo a lo «con-
creton, todo lo posible, y uno de los caminos mds utilizables en este
sentido es, precisamente, el de los estudios mateméticos, porgue €stos
pueden penetrar en la formacién de la inteligencia en si misma.

Lo del cuadrado ayuda, por analogia, a contemplar ]la necesidad
de cosiderar un wespacio muerton que hay que rellenar, también
aqui, antes de aleanzar la tercera incégnita de la raiz ctibica.

Es esta la dificultad que se encuentra, y que hace diferenciar la
extraccién de una raiz cfibica de dos cifras, -de una. de tres.

Es evidente que, colocados los trozos del tercer: grupo en la
construccién del' cubo trinomial, se ha llegado -a determinar: la arista
completa ¢ + d + u que corresponde a la raiz. o

Dichas partes son, por esto, las necesarias para hallar la raiz

chibica,
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A esta construccién parcial que representa u
arménica que ll.amaresmos «wel monumentl:)n de la =ra?z,g;§£gug~infg$;?
mente diez trozos : ¢°, 3c’d, 3d%, 3c¢’u, de los veintisiete trozos ne-
cesarios para completar la construccion que se refiere a la averigua-
E(I)Omn ;len:llas mciﬁgmras de la rai:z, y otra, que es de simple relleno o
raizliaelc:lg::loé. a cual, se convierte en prueba de la exactitud de la
El hecho de construir el cubo trinomial, recogie
vez, todos los componentes del grupo de un ﬂetermgina%iokra(li{?r v?nzdif';
el progedlmlento del céleulo; el cdlculo parte del nimero (1c;s valo-
res alineados segtn las jerarquias decimales) y efectda continuas
usustraccionesn que se suceden una a otra, descendiendo la escala
de valore§ hasta las unidades. Pero, al llegar a las decenas de millar
l:i rafz ctbica ya estd hallada ; la continuacién es la prueba de -qué
el cdlculo fué exacto. Ahora los trozos del cubo trinomial guia, tienen
la misién que tenfa el dibujo de los cuadrados-guia para la extraccion
de l? raiz cuadrada. Tratindose de wvolimenes, solamente objetos
movﬂ:]eg y superponibles pueden actuar como gufa, porque su dibujo
m‘pod-na ayudar practicamente. Ahora, con el material geométrico
ig(-)ulas.es:';; t];or tméa p?rte construyendo el cubo, mientras en el cileu-
$ utan todas la i ' i6
Ll éﬁbica i u?; nﬁ?ngfg‘raclones que conducen a Ia_ extraccion de
Sin embargo, mientras en la operacién con el material se va
{:onsrru_vendo‘ el -cubo_ con la sucesiva agregacion de partes, en la
que se efectdia con cifras se van «restandon las cantidades < -
pondientes del ndmero dado, by
- El cubo-guia, como también el cuadrado-gufa, reducen a | todas
as partes componentes, bien sea la arista o el lado ; 1 que se refiere
a los distintos érdenes jerdrquicos decimales aue estan representados
En cambio, la ejecucién de un cdlculo se refiere a un ndimero
qlue Euede tener mds de una unidad en cada lugar. Por ejemplo, sea
Zn r;lrl}srgr6§z‘2114&6215 del‘ cual se quiere extraer la raiz cibica ;
miIIares,getc. e e la guia tiene dos centenas de millar, cuatro
) .EI cdlculo positivo es, pues, una aplicacién iti i
indica sola‘mente' los procedimi-entos.pl.a pa-rtgm;égfivz I%I.Ig;léz 11::
calcu!adffi inmediatamente con los ndmeros, como se verd en la
descripcidn _detal]ada del cdleulo, correspondiente al ntimero precitado
Pero, si se desea wsar también aqui un material que haga més
claro el lento y paciente procedimiento, tan educativo v tan ftil,
como pa]e.stra mental para los nifios, entonces, se puede utilizar par‘é
la extracci6n de la rafz ctibica un material constrictivo semeijante al
de las perlas, usado para la extracci6n de la raiz cuadrada : el mismo
u‘]s)ado ya para la qxtracplﬁn de la raiz ciibica de dos -cifras" es decir
«bonos» por la ejecucibn numérica v cubos de diferentes colores
capas C}Ia-d;rgdas, v algunas veces. otro material suplementario paré
construir prismas con las tres aristas diferentes (abc). El material
constructivo permite un ejercicio demostrativo, parﬁcu]érmenfe para
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diferenciar aquellas operaciones que conducen a hallar «las incogni-
tasn (las cifras de la raiz) que constituyen una minima parte del
cdlculo y son todas uniformes partiendo del triple cuadrado de la
primera cifra, de las otras operaciones, mucho mds numerosas, pero,
que no tienen ninguna incégnita.

En efecto, para las primeras operaciones, precisa estratificar con
capas cuadradas correspondientes al primer cubo (que da la raiz de
las centenas) tres caras de éste, mientras haya material disponible en
relaci6n con todas las estratificaciones (agui se trataria de dos de
ellas, la que conduce a la averiguacién de las decenas y la que con-
duce a la averiguacién de las unidades). En cambio, todas las otras
partes se resuelven con la composicién de los prismas, cuyas aristas
son ya conocidas, y que es necesario saber colocar recordando el
dispositivo de las partes en el cubo-guia.

Para distingnir los materiales hemos preparado una torre de
colores, donde 1°, 2%, etc., 10, estdn pintados con colores diferentes,
como sucedia con los cubos de perlas, e igualmente los listones y
las planchas preparados para facilitar la construccién de los ofros
trozos ; las superposiciones de capas de cubitos, estdn también pinta-
das, en analogia con los cubos fundamentales,

El trabajo, que seria largo de deseribir, se puede comprender por
el cdlculo que exponemos y debe ser ensefiado practicamente para dar
a la demostracién, no sélo su limpia claridad, sino para realizar de
este modo un ejercicio formativo que conduce al razonamiento y a
una actividad motriz, lenta y reposada,

c’+3cd +adt

Fig. 252

relleno

Fig. 253
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c + d® o+ ous

Millares

Centena de millar 1352 (cantidad de los centenares de millar),

Decenas de millar 2001 (cantidad de las decenas de rmllaf'
864 (sustraccién preparatoria 3d%e). :

Millares

Centenas

Decenas

Unidades

647.214.625
512 se resta de Cs

po———

1152 (son restados 3c*d).

—rr

1137 (segunda sustraccién 3c’u).
960 fin de la 1.* parte.

1774 (cantidad de los millares).
216 (sustraccion d°).

1558 (sustraccién de 6 ¢ d u).
1440

1186 (cantidad de las centenas),
540

646 (sustraccion de 3u’c).
600

462 (cantidad de las decenas).
450 (sustraccién de 3u’d).

125 (cantidad de unidades).
125 (sustraccion de u®).

0

LA RA{Z TRINOMIAL

¢ +d+u

5 SE B

8'= 512 (¢ ; 8 (centenas de la raiz).
3 x 8= 3.64 = (02,

1.3522: 192 = 6 (decenas de la raiz).
S = IGIN= s il = 152t

3 (6°x 8) = 3d% = 864.
_1137; 192 = 5 (unidad de la rafz).
3 (8%x 5) = 3c'u = 960.

RELLENOS Y PRUEBA

6°= 216 (d%).
6 (8 x 6 X 5) = 1440 (6 < b u).

3 (6% B) = 540 (3d%u).
3 (5*°x 8) = 600 (3u*c).

_3 (5'x 6) = 450 (3u’c).

EE 125 ('L‘Is).

2L

313
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(1)

cCraed rade rac U

, : : i lar
i ibn esencial (ue es el «monmmentopr necesario para halla
Gl e [ la rafz del cubo trinomial

Fig. 254

| : Fig. 255
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PROCEDIMIENTO DIRECTO DEL CALCULO

Sea, pues, el niimero 647.214.625, el cual, se divide en grupos de
ires cifras de derecha a izquierda, 647.214. 625 ; sabiendo que del
grupo de los millones (647) depende la cifra de la raiz correspondien-
te a las centenas. (Para facilitar los cdleulos hay la tabla N, Fi-
gura 257).

El nimero se analiza dtilmente del modo siguiente :
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Por el primer cdlculo, se determina el cubo fundamental 8° queI:
significa el cubo de las centenas, esto es, millones (se.separa del
material alineado ¢®). Se ha quitado al nimero el equivalente de
o’ o sea 8° = 512 y queda como testo 135, que se une a las cente-
nas de millar, 2.

Las centenas de millar son en total 1352, . ;

A las centenas de millar corresponden los tres prismas ¢'b que
precisa poder separar del nimero de ellos de que se dispone. Estos
van distribuidos sobre las tres caras adyacentes del cubo de 8 y, por
esto las cantidades numéricas correspondientes son 3 X 8 = 192.

Ahora bien, Jcudntas veces pueden repetirse estas cantidades?
Tantas como lo permita el nimero 1352: 192 = 6. ;

(Escojamos esta cifra, un poco inferior a cuanto podria dar ma-
terialmente el namero, porque hay todavia mucho que dar hasta el

del cédlculo). .

o Réstcmos i:ara ello del ntimero 1352 la cantidad 192 repetida &
yeces que corresponde a los tres prismas.

3c’h = 3 x (8°x 6) = 1152, ]

Separemos, pues, los tres prismas ¢*b v coloquémoslos sobre el
cubo base, de modo que todos ellos conyerjan sobre el mismo Vér-
tice en la forma conocida, como indican las figuras 251, 252, 2535
254 y 255, i

En el cilculo numérico se debe, al propio tiempo, restar 1152 del
namero 1352.

Efectudndolo queda un resto, 200, que hace de sostén 0 apoyo
de la préxima cifra, la de las decenas de millar.

El ntmero total de decenas de millar es 2001. i

Aqui hemos llegado a la «clave secrefan. En efecto, el ma-
terial correspondiente a las decenas de millar consta de dos ele-
mentos diversos: d¢ y c’u. Uno de éstos contiene el elemento i
unidad, esto es, la tercera incognita de la raiz. El otro, en cambio
(d%), es extrafio a la raiz, estorba las decenas de millar y, por lo
mismo, hay que separarlo como «espacio muerton. El d’c es co-
nocido porque contiene los elementos de la raiz que ya fueron ha-
llados, decenas y centenas, 6 decenas y 8 centenas. 3

Este es, pues, 6°x 8, pero siendo tres prismas, la cantidad
total asciende a: 3d% = 3 (6°x% 8) = 3 (36 x 8)!='36 x 24

= 864,

Este 864 debe ser sustraido a la cantidad de las decenas de
millar y, al mismo tiempo, los tres prismas se quitan y se colocan
sobre los precedentes, como se indicé en la construccion del «mo-
numento»n.

Restando 864 de 2001 queda el nimero 1137, que es aquél del
cual se deben quitar los tres prismas ¢’u que contienen la unidad
desconocida. Con dicha cantidad precisa repetir el trabajo ya el"ec;
tuado para hallar d. es decir, colocar tantos estratos o capas de 8
sobre las tres caras ¢, caras, que son las mismas como ognhdad,g aun-
que se deben sumar los estratos a las caras ¢’ de los prismas ¢'d ya
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oolqca.dos. En el ndmero tiene lugar idéntica reproduccion del pro-
cedimiento usado para hallar d, esto es: 1137 : 192 = 5.

La cifra radical de las unidades es 5 y la raiz, pues, ha nacido.

Se restan, pues los tres prismas c’u y se disponen para comple-
tar la construccién del monumento que da por tres lados la arista
completa ¢ + d + u. En el ndmero se resta al 1137 la cantidad
correspondiente a 3¢ o sea 3 (8°x 5) = 960.

Los ndmeros sucesivos no tiene méds importancia que la de
completar el relleno del cubo, el cual se efecttia separando poco a
poco las partes remanentes que son todas conocidas,

El resto de 177 viene a integrar los millares, que son 4 for-
mando el nimero 1774, al que hay que restar todos los elementos
que pertenecen a los millares, que son: d® + 6edu,

El d* es, en nuestro caso, 6°= 216 y del resto se deben sus-
traer 6cdu, es decir, 6 (8 X 6 X 5) = 36 x 40 = 1440,

Del material se sacan d" y los seis prismas odu continuando la
construecién del cubo,

]‘)e] resto definitivo de los millares, 118, se pasa a componer
el numero de las centenas y bajando el 6 se obtienen 1186 centenas,
Jr-'%3 este total hay que restar ahora los dos grupos 3d*u + 3u’c.
d'u=6"%x5 y por lo tanto 3d*u=3 (6°x5) =36 x 15=540.

Restdndolo de 1186 quedan 646 centenas atin disponibles, de
las que hay que sustraer 3u’c, esto es, 3 (5°x 8) = 25x 24=600
y queda de 646 — 600 = 46,

Las 46 centenas de resto van ahora a integrarse con el nimero
de las dos decenas que se ha bajado formando 462 decenas.

De éste se resta ahora el solo grupo (pentltimo) de 3u’c. esto
es 3 (5°X 6) = 25 X 18 = 450 y se tiene 462 — 450 = 12.

Al fin se ha llegado a las unidades que, juntamente con dicho
resto, forman un total de 125, del cual, hay que quitar la cantidad
u'o sea 5= 125,

Asi se ha utilizado todo el material ; colocado el dltimo elemento,
el cubo trinomial es completo y tiene de arista ¢ + d + u.

El niimero es el cubo exacto de 865 sin res‘o.

El trabajo con el material lleva a un anilisis lento. acompafado
por la construccién de objetos. En efecto, los varios elementos

. geométricos del trinomio cubo, se deben construir con planchas vy,

de vez en cuando, contar los pequefios cubos unitarios que los com-
ponen por medio de faciles cdlculos. La cantidad y el valor de las
piezas a construir vienen indicados en la guia y determinados por
medio de los «bonosy,

Es indudable que trabajo tan pacien‘e conduce a memorizar de
modo inolvidable cada particular del cilculo, como también su su-
cesién, mientras las razones que inducen al cdlculo mismo son
aclaradas y fijadas con los actos mismos de ejecucion.
~ No es posible ejecutar el trabajo con el material constructivo
sin recurrir, también, al cdlculo escrito, como va ha sucedido en la
extraccion de la raiz cuadrada. Pero, el escrito gque se acompafia
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j i isti dleulo y
los objetos, analiza y separa las d:stmtas_ partes del ¢
:iimina Amch:;rs particulares de éste, es decir, todos aquellos que

vienen sustituidos por las construcciones.

OPERACION CON LOS NUMEROS

Primero, se prepara el ntimero, escribiéndole en pequefios cgrte-
les del mismo color, que se colocan encima de objetos de forma
piramidal de varias dimensiones,

2
1774 1186 462 125
a8 1352 2001
__825_ 3c3d 32 a* 3d*n
vchIT o i + autd u?
et Hedn 3dn?
Fig. 256

Las distintas operaciones. se sigr_.len en re]faciqn con el nimero
correspondiente g cada orden ierér-q-u_:co_ como indica la figura, y de
€l se sustraen las cantidades de unidades precisas para la fabnf:f:l-
cién de los objetos que se componen, de vez en vez, en relaf:lcml
con los valores. Si a un punto de la construecién se preeisan
mds unidades de las disponibles segiin el ndmero, es negesar:o des-
hacerlo todo y volver atrds. 4Dénde puede estar el €rror s _E-ste pue-
de estar solamente donde se traté de busecar “una incégnitay. Esto
es, donde se colocan sucesivamente capas estratificadas correspon-
dientes a las caras del prisma cubo, sobre el cual, todo se edifica.
En el caso de nuestro ndmero, el error puede estar solamente em
la estratificacién de las capas de 8%, Estratificaciones que se pre-
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cisan dnicamente en las operaciones correspondientes a la busca
dedydeu o sea, en correspondencia de 100.000 y 10.000.

El primer objeto hallado, el cubo de las centenas que se obtie-
ne del grupo de los millones, eg la primera piedra del monumento,
€n torno a la cual se dispone todo el resto ; €8 precisamente el
cubo inicial que se toma de la torre en la serje de los cubos de
1 a 0.

La ejecucién material y lenta de todas las otras operaciones
necesarias hace, casi, desanudar entre los dedos que trabajan, toda

EL MATERIAL ENSENA

En el procedimiento de caleular lg raiz ctibica se tiene el ejem-
plo mds claro del materia] gula, que ensefia €omo podria hacerlo un
maestro, Es el material quien conduce el cdlculo Paso a paso y da, al
Propio tiempo, la razén de cada particular del procedimiento, repre-

un maestro siempre pronto, siempre paciente inalterable, y dis-
PUEStD g repetir su demostracién, Es verdaderamente un maestro
que impresiona con su profunda ensefianza, que ya analizando vy des-
cubriendo hasta llegar a la rajz del problema. EI alumno no podrd
jamds olvidar esta leccién,

Verdaderamente, No es una «memorizacién,, que quedd en él,
sino, una visidn que ha realizado en sy mente, una construccisn ra-
cional e indestructible. El discipulo posee, ademds, las clayes secre-
tas para recons'ituir e] procedimiento, con sus propias energias men-
tales. Asf la memorig se ha convertido en un proceso sintético séli-
damente asegurado i €5 como una planta viva, que aun cuando sujeta
4 perecer, deja las semillas que la puedan reproducir fresca y pujante,

material de Jos pequefios cubos, se puede introducir en la eje-
cucidn practica de un cdlculo determinado a posteriori, es casi un
tmaestro de virtudes) morales, que ensefia la «pacienciay, y la «re-
flexiény, el respeto escrupuloso «al ordep en la sucesién de los tra-
bajos necesariosy», la wexactitudy en [a construccién de log objetos,
la «constanciay en ejecutar actos semejantes hasta el fin; no ya por
curiosidad, porque Ja mente guia la mano en casj todos estos traba-
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" jos, sino, por una energia ordenada y formadora del cardcter,
que se ha desarrollado y que anima a la ejecucién, dando, en premia,
calma y satisfaccidn interiores,

TFig. 258

N2l NG [3N?
1 1 3
4 8 12
‘ 9 o7 | 27
' 16 64 | 48
\ 256 | 125 76
' 36 | 218 | 108
49 | 343 | 147
64 | 12 | 192
81 | 729 | 243
' Fig. 257
|
N | N*| 3N? N* | 4N? N* 5N* N°
1 1 3 1 4 1 5 1
2 4 12 8 32 16 80 32
3 9 a5 27 108 81 405 | 243
4 16 48 64 256 256 1280 1024
6|2k 75 125 500 625 3125 3125
6 | 36 108 | 216 867 1296 6480 7776
7 49 147 343 1372 2401 12005 16807
8 | 64 | 102 | 512 | 2048 | 4096 |20480 | 32768
9 | 81 | 243 | 729 | 2016 | 6561 |32805 | 58949
Tabla C

REALIZA CION



REALIZACION

Una inaterializacion geométrica de la férmula algebraica, rela-
tiva a la 4" y 5.* potencia de un binomio, no representaria ya un
medio necesario para aclarar el cdlculo, ni mucho menos para abre-
viarlo y lograr aquella finalidad asombrosa de averiguar las altas
raices, esto es, aguellos nimeros pequefios, pero, que son como un
elemento primordial, y, multiplicados 4 6 5 veces por si mismos,
dan un numero enorme. Por ejemplo, descubrir que 2839834 estd
formado por un pequefio 73 que se enrosca ‘4 veces sobre si mismo
como una bola de nieve que crece prodigiosamente. Y que el ni-
mero 1934917632 tiene un ntcleo interno de 72 que, arrollandole
5 veces sobre si mismo, lo forma,

Si se pudiese continuar materializando estas formaciones, ¥
mostrarlas bajo forma de sélidos geométricos, compuestos de partes
siempre méds complicadas, como un organismo en evolucién, aca-
rrearfa, sin duda alguna, un ejercicio mental de agudeza analitica
que, concretado sobre objetos manuales, podria ser accesible a los
nifios,

He aqui, pues, c6mo el problema recae ahora sobre la construc-
cién del objeto, esto es, sobre lo que precedentemente nos sirvig de
llave para abrir los secretos del ndmero. En efecto, si los cuerpos
s6lidos no pueden exceder de la 3.* dimensién 4como representan la
formula a*+ 4 a®> b + 4 b* a + 6 a® b*+ b* dénde ni un solo
término puede representarse materialmente? Ni las 4.° potencias
de @ y b; ni la multiplicacién de 4 por términos como a@* b ¢ b* a,
ni el producto de dos cuadrados a® b2,

Esta imposibilidad se presenta en la férmula algebraica redu-
cida ya a su médxima simplificacién. Pero, se podria penetrar en ella
como se penetré en el ndmero, para distinguir las cantidades que
constituyen el objeto, de factores que indican simplemente una
multiplicidad de los mismos objetos. Como sucede en la multipli-
cacién, donde el multiplicando es la substancia y. en cambio, el
multiplicador indica simplemente cuantas veces se debe repetir
acuella substancia,

A tal fin seguiremos, de modo analitico, e] paso entre la 3.°
y 4.% potencia del binomio, acompafiando el desarrollo con la pre-
sencig de los objetos referentes al cubo del binomio. Entretanto,
para la construccién material, hay este concepto directriz ; el cubo
del binomio en su totalidad puede ser repetido varias veces (a + b

veces) y alineado como se hizo para indicar las decenas de millar,
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i 4 puando se colocaron en Iil}ea I{) cubos de mil perlas.

%S;tcs'i e:ﬁliclzgci'én puede constituir una directriz, por-quep‘?l cue{po_.
pasando de la 3." a la 4.* potencia, puede extenderse sdlo en lon
gitud y no en el sentido de la anchura.

La férmula: del cglboadegzbmomio

L 3a b+ bt a .
estéacom?)uesra de dos partes, que se_reﬁeren 4 las c_ios qtltad:sagsé
cubo, v cada una de éstas estd constituida por 3 prismas apoy

en las 3 caras adyacentes de cada cubo.

a’+ 3(1287 + fy3+ sffa

ald

at
A dl

a’raa’l

b ———

Fig. 259

3
s sl
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En uno y otro caso hay dos prismas, colocados lateralmente vy
apoyando la cara no cuadrada sobre el mismo plano del cubo. y 0.10,
en cambio, que se apoya en el cubo con la cara cuadrada y se
eleva, o desciende perpendicularmente, con la cara rectangular, Se
puede observar en seguida la imporiancia de esta deficiencia de
posicion, lo que no seria posible destacar con la sola f6rmula alge-
braica,

Procedamos ahora a la multiplicacién del cubo del binomio por
el binomio mismo, sin eliminacién de términos, o mejor, sin acu-
mular en una suma térmios iguales :

(a®+ 3 a® b + b*+ 3 b® a) (a x b).

y separando las partes, teniendo en cuen‘a los dos grupos geomeé-
tricos dichos :

(a°+ 3 a® b + b+ 3 b? a) x a

(®+ 3 a® b + B>+ 3 b* a) x b
en la férmula expresada de este modo, se pueden distinguir 4 partes
que son los términos correspondientes a cada uno de los medios
cubos

(a°+ 3 a°b) xa (a’lt 3a’bh) % b
(b*+ 3 b*a) % a (b*+ 3b*a) x b

Ahora, los coeficientes a y b, por los cuales se multiplican los
factores entre paréntesis, aun cuando puedan ser numéricamente
idénticos a a y b, sélo indican cuantas veces deben ser repetidos los
factores internos. Estos no se funden en la construccién de los ob-
jetos, como sucederia en la férmula, cuando los cdleulos estin des-
arrollados ; y donde a® se convierte en a' quiere decir: el mismo
objeto con otra dimensién, El criterio de gue todo objeto tiene 3
dimensiones, s impone como tina situacién Ifmite, por debajo de la
cual, noe existen objetos, y por encima de la cual, pueden aumentar
en cantidad y, combinarse variadamente. entre si,

Partiendo ahora del cubo del binomio, indicaremos, con color
diverso, los nuevos términos que se deben considerar como multi-
plicadores, dejandolos separados y distintos, de aquellos que indi-
can el objeto mismo en sus dimensiones.

]
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PARTE 1

i términos ge-
Comencemos por la primera parte y demos a I.crs e
néricos a y b, valores numeéricos, llamando a la Aritmética a tomar
parte en la construccin, sostenida ahora, solamente, por el Algebra
y la Geometria.

. (b%a + 3b* a%)
. (a’h + 3a° bY)
. (b*+ 3b" a)

da
{
b

+ 3b*a
+ 3a’b
3b%a

- d
3
|

b
a
b

a =a' a + 3a’h a { ; (a'+ 3a’h)

]
1

I (a®+ 3a°b.)
Término III (a®+ 3a%h.)
Término IV (b®+3b%a)

Término Il (b*+ 3b%a)

Término

: letras para
Demos a a el valor 3, a b el de 2, conservando las leti
indicar los objetos existeﬁtes, y usando las cifras cuando tienen el
cardcter de multiplicador,
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i AR
Ahora: (a*+ 3 a*b) a, se puede analizar asi:
a® + 3a*b
(a’+ 3a*b)3 =a® + 3a’b
a' +8a'b

Se trata, pues, de tomar tres cubos a y tres prismas a® b, Lle-
vemos a término esta primera parte de la construccién, poniendo
para su realizacién, también, el elemento medida, Esto, aunque no
constituya el caso general, demuestra claramente Ia posibilidad de

materializacién de la cuarta potencia de cualguier binomijo, Un
cubo de 3 cms. de arista y 3 cubos de éstos uno al lado del otro. Si
después los 3 cubos se quieren unir, constituyendo un solo objeto,
resulta un prisma que corresponde al dato algebraico g*,

| |
1
! | | a4
] : i
1
ot b
!,ﬂ 4 7
V' ' ’
a-=3
Pig. 263

Pasemos ahora a los tres prismas a’ b, Construyendo el objeto
con los valores establecidos, resultard un prisma de base cuadrada
con las medidas: 3. 3. 2, Ahora se trata de tomar tres de estos
prismas adyacentes uno al otro, como se hizo con el cubo. Aqui,
sin embargo, entra el elemento posicién del objeto.

Reuniendo tres prismas en un sélo objeto, pueden resultar dos
formas esencialmente diversas, segrin se unan entre si por la cara
cuadrada o por la cara rectangular. El prisma que se apoya sobre
el cuadrado se extiende en longitud, continuando su apoyo sobre la
cara cuadrada y adhiriéndose por la cara rectangular.
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El prisma que estd al lado, pero en el interior, se apoya sobre
la cara rectangular y se adhiere por la cuadrada.

able a 3

i
1
1
L]
7

N --

; +,£~ L

Fig. 265

prisma m

El prisma que estd al lado, pero hacia el exterior, en cuyo sei-
tido no puede extenderse, se apoya y adhiere sobre las caras rec-
tangulares. Ahora, si se une cada grupo en un solo objeto, los dos
prismas S resultan idénticos pero distintamente apovados; el uno
sobre el cuadrado, como formando un techo y, el otro, sobre el rec-
tangulo como si formase un muro (fig. 266). En cambio, m es esen-
cialmente distinto de los otros dos.

REALIZACION

e
o

"’ "1
- 1 &
L’, ,, : ’/
i I
I J
0 I I
<) ! :1,
B  E
o
5
i
fm———
S
]
i
\-\--———J\\: :
o 1
et \
N Ny
Fig. 266

: uh;cfle{c:ituando operaciones con los ndmero
gualdad de volumen de los tres prismas.

B2 906 = 06—
2.3 9=6.9=

54
54

329

s de medida, resulta la

Con ci i r :
su construccién se ha realizado Ia primera parte compren
: s

dida en la férmula algebraica

(a®+ 3a*b)a = a*+ 3a° b

PARTE II

(b°x 3 b*a)a

Las otras partes d '

, ; e la férmula presentan an4l i

E'I:;eg;is?r? pasa g rep_etir 3 veces el cubo de 2 eogm;ﬁall;fxff reltg-
as que le ‘'estdn unidos, y de cada g;upo se form: L?ns

solo sbjeto,
22
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ba ba
| I
i i
fr /J- 7 _'/;J- = [T
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il
|

Fig. 267

StO
: drada de cm. 2.2 y largo cm. 6 (e
e presenta b* a y los fres
: BEiG = s

esto es, un prisma de b
es. tres veces la arista del cubo) que re

prismas que forman grupos correspondientes a:

baa

o

! 1
1 i
| |
1
y i
_.__.J_._._?l__
(¢ ’

=3

Fig, 268

Q
=

e

ere por la base cuadrada y resulta dis-
adhieren por las caras E&ctangulares y
do, de diversa orientacion.

Jaa |

B a>

Uno de éstos se adhi
tinto de los otros dos que se
que son idénticos, aun cuafn

] | 1

2l |

; '-:"—“7’“—“
a

a=3

Fig. 269

Asi queda traducida en objetos geométricos la segunda parte
de la férmula,
(b'+ 3b*a)a = b*a + 3b*a°
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PARTE III

Vamos ahora a las otras dos partes de la férmula.
(a®+3 a* b) b=a" b+3 a* b’

En este caso a b se traduce en el cubo de 3 repetido 2 veces, en
un prisma que tiene las caras cuadradas iguales a g

FHig. 270

.a" b se distingue en 3 prismas que derivan cada uno de la
unién de dos y realizando a* b. b=a* b*, en dos formas esencial-
mente diversas, segin que la adherencia tenga lugar por la cara

cuadrada o la rectangular,
abl

az

a't’

Fig. 27T

Asi se han construido los objetos que corresponden a la férmula
a b+3 @ b,
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ab b

a?|a*f?

|
i
HEEIE W

b

Fig, 272

PARTE 1V

Pasemos ahora a la dltima parte de la térmula

(b¥+ 3 b2 a) b = b*+ 3 b¥a.

aandly

bla

2|

[
! 7.
eyt

|
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El pequefio cubo de b igual a 2° estd repetido dos veces y re-
sulta un prisma que corresponde a las medidas 2, 2. 4 y con ésto
se construye el objeto que corresponde a b*. Hay, ademis. los tres
prismas relativos al cubo de 2. que se deben repetir cada uno 2
veces. Estos. segin se adhieran por la cara cuadrada o la rectan-
gular, vienen a constituir dos formas esencialmente diversas ; uno
es 2,2.6 y resulta de dos prismas que se unen por la cara cuadra-
da. Los otros dos resultan 2.3.4 y son los que se unen por la cara
rectangutar. De esta manera se han construido objetos geométricos
de forma diversa, pero todos prisméticos, que corresponden a la
férmula de la 4.* potencia del binomioa -+ b: a*+ 4 a' b + 4 b*
a + 6 a" b*+ b'. Con ellos se puede componer un objeto prismé-
tico que representa la forma de la 4.* potencia del binomio a X b,
Dadas las magnitudes, tomadas et este caso, el objeto es un prisma
de caras cuadradas de c¢m, 5.5 y de ung base rectangular de
cm. 5,25. Su construccién efectiva, que se obtiene colocando junto
los varios trozos componentes, segin las relaciones estudiadas, es
un trabajo de inteligencia y paciencia que puede satisfacer lo mismo
a un nifio que a un adulto, ]

sfealizacién matemitica de la signiente férmula algebraica ;
(a -b) =a' fg4ab46a*h? fga'l -} h
a4 =2 cm
b = 3 am.

Fig. 274

Con andlogo criterio se construye también la 5.* potencia del
binomio, resultando un prisma plano con la cara mayor cuadrada
25.25 y espesor de 5 cm. andloga a la 5.* potencia representada
estudiando las superiores jerarquias del 10 en el sistema decimal :
10°= 100.000. El objeto construido para representar en sus partes
los componentes (a x b)', puede constituir verdaderamente un
juego de ciencia y de paciencia en la interpretacién de sus partes
y en su correspondencia con los términos algebraicos de la férmula,
como, también, en las composiciones y descomposiciones de las
partes.

Aun cuzndo el trabajo sea, todavia, el de descomponer y re-
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Materealizacion matemérica de la signiente férmula algebraica ;
(24 by =a"+t sa' b+ roa’ b* 4 10a* b? 5ia bt - a’

a = 2 cm.

b= 3 cm.

Fig. 275

componer un conjunto de objetos separables y manejables | qué di-
ferencia. de cuando el nifio manejaba los bastones preparandose 2
contar de 1 a 10 a ahora, que posee en objetos tangibles la reali-
zacién de férmulas algebraicas que alcanzan a la 5.* potencia, que
hacen penetrar su conocimiento e interés, en campos que fueron
siempre inaccesibles a la inteligencia de la infancia |

-

{wmiTg

’
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Cuando se entra en un argumento practico, es necesario que en
él intervengan varias disciplinas. En efecto, el aislamiento de una
disciplina como la aritmética, la geometria, el dlgebra, proviene del
hecho que se procede por abstraccién, Pero, asi como un objetfo
real estd compuesto de varias cualidades (color, peso, forma, ete.),
en él convergen todas y pueden estudiarse abstractamente y por
separado cada una de ellas como color, peso, forma, etc., asi en
una disciplina prdctica deben converger varias disciplinas abstractas
o elementos sacados de ellas. Si para componer una disciplina prac-
tica se precisan elementos diversos de otras disciplinas, su probabili-
dad de desenvolvimiento es udependienten y puede aquél tener
lugar solamente cuando las preparaciones colaterales necesarias se
han efectuado.

Mientras en una disciplina abstracta da claridad el profundizar
en los detalles, en una disciplina practica da claridad la completa
convengencia de los elementos formativos.

Por eso, para enirar en el estudio del Sistema Métrico Decimal,
es decir, en el estudio de las medidas, es necesario utilizar muchos
elementos de aritmética, de geometria, de fisica y hasta de disci-
plinas mds lejanas comeo la geografia y la historia, dirigiendo éstas
continuamente a aplicaciones préicticas sobre objetos reales suscep-
tibles de medida.

Ahora bien, las medidas que se consideran en el sistema métrico
no son solamente medidas cien'ificas, como aquellas que van en
busca de las cualidades intrinsecas de la materia o de las minimas
dimensiones microscopicas, sino que mds frecuentemente son gro-
seras evaluaciones cuantitativas de «objetosy que estan ligados a las
necesidades sociales del hombre.

El Sistema Métrico tiene, sobre todos los ofros sistemas de
medidas, dos ventajas que le dan indiscutible superioridad; una,
es el hecho de basarse en un wacuerdo internacionaly de unifica-
cién, que hace tinica la evaluacién de las cantidades y, por lo mis-
mo, féacil la inteligencia o acuerdo comercial, como ‘sucederia con
el Esperanto, lenguaje tinico que permitiera entenderse a todos los
hombres ; y otra ventaja es, la de haber aplicado a los célculos so-
bre medidas cuantitativas el Sistema Decimal.

Antes que el Sistema Métrico fuera establecide y aceptado por
muchas naciones, cada pueblo tenfa su manera propia de medir,
hija de sus prdcticas tradicienales. Se puede decir que cada pais
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tenfa del mismo modo que un lenguaje especial, un especial crite-
rio de medida ; algunos tomaban como limite de medida la longitud
del pie o del brazo, o de la mano con el pulgar y mefiique exten-
didos (palmo), otros la altura de una pértiga, etc.

Queriendo llegar a un criterio uniforme y universal se estable-
cié6 el basar las medidas sobre un dato natural que fuera comin a
todos los paises y se establecié el fundarse en una medida que
ahora va el progreso de las ciencias y de las matematicas hacia
posible ; la del meridiano terrestre. Fué escogido de comiin acuer-
do el meridiano que pasa por Paris y va del Polo al Ecuador ; esta
longitud que, sin duda alguna, sélo podia ser medida cuando la
civilizacién y la cultura estaban muy avanzadas (es decir, en nues-
tros tiempos) fué después dividida y subdividida de diez en diez,
conforme al sistema numérico decimal, hasta que se llegé a obte-
ner una longitud manejable que fué llamada metro, Asi la palabra
genuina metro — que quiere decir «mediday — se convirti6 en el
nombre propio de esta magnitud.

. Sobre tales calculos se construy6 un listén de platino, es decir, un
objeto de metal precioso e inalterable que representa la «medida

efectivan sobre la cual fué basado el sistema métrico decimal, el
cual se conserva en Francia en los archivos del Estado. La cuarta

parte del meridiano terrestre tiene «diez millonesn de metros de
longitud, por lo tanto, todo él alcanza a «cuarenta millones de me-
trosy. Bl metro equivale, pues, a la diezmillonésima parte del cua-
drante del meridiano terrestre,

Cuadrante del meridiano de Paris = metro
10.000.000

Las naciones que han adoptado el sistema métrico son ;

EUROPA AMERICA
Espafia Argentina
Italia Uruguay
Francia Chile
Bélgica Méijico
Suiza Perti
Grecia Bolivia
Rumania Brasil
Yugoslavia Venezuela
Austria Colombia
Holanda

Suecia

Alemania

Portugal

Dinamarca
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Fig. 276
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Fig. 277
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" Y no lo han adoptado hasta hoy :

Inglaterra

Estados Unidos de América

Canadd y, en general, todas las Colonias y Dominios
ingleses.

Egipto

China

Japon

Se prescinde de los paises de Africa y Asia que se hallan atin
separados de las grandes civilizaciones occidentales.

En el sistema métrico decimal hay que considerar dos cosas : esto
es : «la unidad de medida» que se debe determinar positivamente en
relacién con todas las cosas susceptibles de medir, que pueden
Ser s :

medidas lineales de longitud (linea)
medidas de planos y superficies (plano)
medida de voldmenes (cubo)

Y el procedimiento de acumular las unidades en grupos deci-
males, segtin el sistema numérico decimal, para el cilculo de las
medidas.

Ahora bien, a los grupos decimales se les da en el sistema mé-
trico nombres especiales que proceden del griego y quieren decir:

10 — deca.

100 — hecto,
1000 — kilo.

10000 — miria.

Asi, no se dird cien metros, sino un hectémetro y no mil me-
tros, sino un kilémetro.

Del mismo modo que los maltiplos, tienen los submiltiplos de-
cimales un nombre ; esto es, la décima, la centésima y la milésima
parte de la unidad.

Las denominaciones son

1
deci =t il
eci 10
centi 100 = 0'01.
= 1 s
mili ——= = 0°00],

1000
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No se dird pues, la décima parte del metro, sino un «decimetron
ni la centésima o milésima parte, sino un «centimetron o un wmi-
limetron.

El modo mds comtn y claro de representar estas denomina-
ciones, consiste en letras maydsculas para los miltiplos, y minus-
culas para los submiltiplos, a las cuales se une la indicacion, con
letra mintscula, de la medida de que se trata, Por ejemplo :

Mm — Miria-metro  ......... 10.000
Km — Kilo-metro .......... 1.000
Hm — Hecto-metro ......... 100
Dm — Deca-metro  ......... 10
1 p e el Lo R R 1
dm — deci-metro  ......vio0n. 0’1

cm — centi-metro ..., 0'01
mm — mili-metro ..o 0’001

Si se trata de medidas cuadradas y cibicas, las denominaciones
no varian, sélo se afiade la indicacion relativa con las palabras : cua-
drado, ciibico; metro cuadrado, metro cdbico, hectémetro cuadra-
do, etc.

Y las indicaciones abreviadas llevan el signo numérico que se
usa para los cuadrados y cubos de los niimeros, como Hm® m’.

Si se tratase de medidas cuadradas o cibicas, la relacién entre
ellas es: de 100 en 100 o de 1000 en 1000, como se ha visto en
el sistema decimal, esto es:

Medidas de superficie

Km® = 1.000.000 m® (esto es 1000 x 1000).
Hm® = 1.00.000 m*® (esto es 100 x 100).
Dm® = 100 m® (esto es 10 x 10).
s =1
dm® = 0.0!
em® = 0'0001.
mm® = 0’00 00 01,
Medidas de volumen
Km® = 1.000.000.000 m®
Hm® = 1.000.000 m®
Dm® = 1.000 m®
=
dm® = 0°001.
em® = 0'000,001,
mm’ = 0'000 000 001,

Esta gradacién de valores hay que tenerla presente en caso de
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cdleulos o de reduccion de medidas de orden superior a uno infe-
rior,

En el cuadro anterior aparece claro que los submiltiplos de la
unidad de medida son numéricamente fracciones decimales que se
indican con el cero que representa la unidad de medida, seguido
de la coma que nos hace ver descendemos a la parte inferior de
aquélla. La unidad, siendo una cantidad realmente determinada, es
un punto de partida de evaluacién que puede perseguirse en sen-
tidos opuestos con los grados exactos y sistemdticos del sistema
decimal.

Por esto las cantidades que van del lado de las disminuciones son
verdaderamente «fracciones de la unidady mateméaticamente consi-
deradas. No se tiene sino el mds o el menos respecto a una cantidad
convencional establecida en relacién con las diferentes contingen-
cias de la medida,

UNIDAD DE
MEDIDA

Fig. 278

El decimetro es una longitud, no es verdaderamente, una frac-
cion de alguna cosa, El metro es diez decimetros como extension
longitudinal y una décima parte del decdmetro. Ahora bien, el
decametro se extiende 100 decimetros. En efecto, en algunas me-
didas de orden numérico, el decimeiro ctibico es una milésima parie
de la unidad—metro cibico—mientras es mil veces la unidad en el
sistema de las medidas de peso, que tienen como unidad conven-
cional la medida de 1 cm®.

Las medidas son correlaciones decimales crecientes y decre-
cientes en torno a la unidad establecida. Cada una de ellas es una
extensién particular, es, puede decirse, una unidad en si misma
que sirve para medir. En efecto, mide por igual el centigramo del
farmacéutico que el hectogramo del droguero; su correlacion con
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la unidad es una convencién necesaria para orientarnos sobre la
cantidad de materia. No se puede, pues, hablar de «calculos» sobre

las fracciones.

La coma misma es, también, una convencién que nos lleva al
sistema numérico decimal,

Las reducciones en fracciones etc., son simplemente el tomar

en consideracién, para las necesidades prdcticas, medidas de varia e e SRS o B
magnitud, proporcionadas a la cosa que hay que medir. g e £ 8 3
Si algunas veces precisa usar la férmula de la fraccion decimal E R i £ -
es porque todo estd orientado hacia un centro la unidad de medidas, '3 ~§ 2 g 5 @ BlH o
pero el cdloulo se lleva a cabo como si no existiera discontinuidad N R 2 E E D
i =1
e Wl ST
5 3 2L 5 8 8 B = 3
(Nidmeros) 1000.000 — 100,000 — 10.000 — 1.000 — 100 he NSO sl U
— 10 — 1 (unidad matemdtica) & S e e ot
S e ER T ERT T SR o |
s e et | S S e e
(Orientacién central) 1000 — 100 — 10 — 1 — 0’1 — 0’10 — ~lg-|e-lg|z-le-|2-|2~[2 £
0°100 (unidad de medida) S
; o . ’ O © 1B W o o
No hay, pues, que considerar la fraccién decimal como una di- = o
ficultad en el cdleule. 3
=
§ ¢
2
o
| 5
z
g
| i
w
Fig. 279 l l W
Si volvemos a ios listones largos subdivididos, que constituyemn J_ ,,I CAl m,' 1-_| m_l J ...I ] l
el primer material para contar en las «casas de nifiosy, se tiene & £ SN SURC RGN G S
representada en el listén mayor la longitud de un metro (listém KEE e B EE e : I

de 10) y en el menor la longitud de un decimetro (listén de 1).
Les Tistones intermedios corresponden respectivamente a las

longitudes de : S

23
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dos decimetros.
tres decimetros.
cuatro decimetros.
cinco decimetros.
seis decimetros.
siete decimetros.
ocho decimetros.
nueve decimetros.

En el material gque habia servido para contar, el listén mds
corto representaba abstractamente la unidad—numérica—y Suce-
sivamente se repetia una vez més, acumulando niimeros crecientes
sobre los listones sucesivos hasta el 10. Aqui, en cambio, se re-
presentan perfectamente «unidades de medidan determinadas.

La unidad de medida para las longitudes, es decir, la unidad
de medida lineal es el metro; esto es, el listén largo de 10.

El metro se multiplica y se divide determinando otras medidas
que se establecen de 10 en 10, sea como miltiplos del metro, sea
como subdivisiones decimales.

La unidad en el sistema numérico podia ser representada por
cualquier objeto: una perla, una mufeca vy, finalmente, era una

idea, era el nudmero uno.
En cambio, las unidades de medida ecstin representadas por

objetos y, sobre todo, por dimensiones establecidas. Son el centro,
del cual se parte hacia sus miltiplos por un lado y, por el otro, hacia
sus fracciones decimales.

1000 metros Kilémetro Km. 1000
100 metros Hec dmetro Hm. 100
Dm. 10

10 metros Decdmetro

| Unidad d
rziedaida ©1 el Metro m. 1
10* parte del metro decimetro dm. 1
— =01
: : y 10
100* parte del metro centimetro e, 1
— = 0'01
100
1000* parte del metro milimetro m.m 1
—— = 0’001
1000

i N

e
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‘ Cada una de estas medidas vale 10 veces la medida inme-
diatamente inferior. Por ejemplo, 1 km. = 10 Hm. | Hm, = 10
Dm..'etc., como sucedia en las jerarquias de la serie natural de
los nimeros. Reducir una medida superior a una inferior equivalia
aJeSCI."Ibl'I' un ntmero acompafidndolo de ceros segin su puesto ge-
rarquico. Respecto a las medidas, se dird: en vez de cuatro Ki-
lome;tros‘ cuatro mil metros, o, en vez de dos metros, doscientos
centimetros. Se podria también reducir Kilémetros a militnetros
atin cuando esto no suceda ordinariamente en la prictica. En ese
caso tendriamos: 3 Km, = 3.000.000 de mm. \

En la vida prictica, las medidas que se usan, son, para las
grandes distancias, como medida de carreteras entre ciuciades etc
el Km. Para las medidas de longitud o altura poco relevantes ‘como
las que se refieren a una casa, a una habitacién, a un mu’eble 0
también a la medida de telas, el metro, ;

Para las medidas pequefias (como, por ejemplo, un dibujo) se
usa siempre el decimetro o el dobje decimetro, que lleva las subdi-
visiones indicando los centimetros, fig. 281,

Fig, 281

A ’Las otras medidas no se usan, generalmente, en la prdctica.
tSl,. por S;e;)mplo' duentre dos puntos de una carretera cuya dis-
ancia se debe medir si queda una fraccién de indi
ot _ Km. se indica en
Se dird, por ejemplo, 12 kilémetros y

L ; ! etros y 700 metros y no 12
krlometrqs Y 7 hecltén_letros. Cuando, en cambio, se usa el metro,
sus fracciones se indican en centimetros., Por ejemplo, 4 metros
y 60 centimetros y no 4 metros y 6 decimetros. Si se trata de
una magnitud pequefia, en la que hay que apreciar hasta el mili-
metro, se expresa .I? medida enlera en milimeiros. Asi, por ejem-
plo, se dird 46 milimetros y no 4 centimetros y 6 milimetros.

MEDIDAS DE SUPERFICIE

i El metro continta siendo aplicado prdcticamente en las me-
idas de superﬁme, porque, lo que realmente puede medirse en
una superficie, son los lados; esto es, el contorno, los limites li-
neales que constituyen &ste. ; :

Para su estudio se puede recurrir a la geometria, a las equi-
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valencias de las figuras planas, y al modo de calcular su drea
(véase la Psico-Geomelria). ) L

Si, por ejemplo, se quiere calcular la superficie del pavimento
de una terraza de forma rectangular que tiene el lado mayor igual
a 6 metros y el menor igual a 4.

m.6

a3

Fig., 282

El trabajo practico consiste en medir exactamente con una_cmta

métrica 0 con un metro rigido la longitud y anchura de la terraza.
El area vendrd expresada por el producto de las dos medidas

lineales, el producto de 6 % 4 = 24, !

Aquel 24 no significa, sin embargo, 24 metros de longitud,
sino 24 cuadrados que tienen 1 metro de lado,

El resultado del cdlculo se expresa por ello en metros cuadra-
dos y atin cuando en realidad no se apligue jamds sobre las su-
perficies el metro cuadrado, es éste la unidad de medida en el
cileulo de ellas.

Si en vez de las medidas lineales de los lados se contasen las
perlas que delimitan como lados un rectingulo o un cuadrado de
perlas, por ejemplo, 6 x 4 0 5 X 5 (como indica la figura) tanto
los lados como la superficie estarian siempre calculadas como uni-
dades iguales, esto es, como perlas: 6 x 4 = 24; 5% 5= 25
perlas, porque éstas representan una abstraccién numérica de 1a
unidad v significan, bajo forma geométrica, una simple multipli-
cacién de mnimeros.

4-------a..-‘-;ﬂ

e g —

s
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[ A X X ]
@e0e
‘X A X ]

2009
eede
(2 X X ]

Fig, 283

ey -
Cuando se trata, sin embargo, de medir positivamente una

superficie hay que distinguir entre la medida real que es lineal v
el cdlculo que representa a través de los nidmeros multiplicados,
un producto de metros cuadrados.

El cileulo se indica con la letra m (metros) asi :

B =2 4
0]
Sx5m=25m

Este tiltimo puede, también, representarse por (5 m)*= 25 m*
ya que equivale a un cuadrado que tiene 5 metros de lado.

Las medidas de superficie se indican con medidas cuadradas,
porque la superficie se obtiene siempre de una multiplicacién. De
igual modo que en la serie de las medidas lineales se sucedian las
unidades de longitud de diez en diez, asi, para las superficies se
consideran los cuadrados correspondientes. Las medidas son :
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Km? (1000 x 1000) =i 1.000.000 m:
Hm? (100 x 100) = 10.000 m?
Dm® (10 x 10) = 100 m
m* (1) = 1 m
(1 {) L] 2
dm® (— %X —-) = 001 m
10 10
1 1 :
o (—— X —) = 0'0001 m
100 100
1 1 :
mm” ( X = 0'000001 m*
1000 1000

Précticamente se evaldan las grandes extensiones de terreno
por Hectémetros cuadrados, esto es, (100 x 100) = 10.000 m’.
Esta medida wcélculon se llama Hectdrea. Hablando, pues, de la
extensi6n de una superficie de terreno, se dird, que es de 200
hectéreas, por ejemplo ; lo cual quiere decir que esti compuesta
de 200 cuadrados, y el lado de cada uno de ellos es de 100 metros

de largo.

200 % 10.000 = 2.000.000 de m*

En la prictica se usa, también, el decdmetro cuadrado, que
es un cuadrado de 10 metros de lado y se llama drea.

En cambio, para medir extensiones inmensas de terreno Se
emplea el «Kilémetro cuadradoy. ]

Si consideramos ahora, la serie de valores relativos a las me-
didas cuadradas o de superficie, observaremos que, al pasar éstas
de un grado decimal a otro y, refiriéndose al lado del cuadrado, no
aumentan de 10 en 10 sino de 100 en 100, porque aumentando de
10 en 10 el lado, la superficie aumenta de 10 x 10 = 100.

Si se quiere, pues, pasar en el cdlculo escrito de una medida
mayor a una inmediatamente inferior que indique la misma super-
ficie, precisa multiplicar por 100 y no por 10. Por ejemplo, 25
hectdreas equivalen a 2500 dreas y 2500 dreas equivalen a
250.000 m®,

Hm® = Hectdrea = 25
Dm® = Area = 2500
i = = 25.000

.
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Si se quiere calcular un terreno muy ‘grande que midiera
10.000 metros por un lado y 1000 metros por otro, es decir, una
extensién de 1 Km. por 10 Km. se hdria primero el cdlculo en
metros cuadrados: 10.000 x 1000 = 10.000.000 m® y se ex-
presaria el total en Hectéreas. 10.000.000 :10.000 = 1000 hec-
tareas.

En cambio, si se tratase de la extensién.de una Nacién o Pro-
vincia, se expresaria en Kilémetros cuadrados.

Estas medidas: Area, Hectarea y Kilometro cuadrado, son
convencionales para expresar con ntimeros pequefios una inmensa
cantidad de m® que se obtiene en el cdleculo, pero no son umedidas
efectivasn esto es, objetos que sirvan para medir.

Estas grandes medidas se obtienen, pues, mediante el calculo.
Se levantan planos del terreno por medio de aparatos especiales
que usan los ingenieros y calculan con la ayuda de lineas y dn-
gulos que pueden determinar mediante aquéllos. Cualquiera, cin
embargo, puede calcular el drea de un terreno cuando se le dan
las lineas necesarias. Conviene recordar, a este propdsito, las re-
ducciones de las figuras geométricas regulares a un rectingulo
equivalente, lo que quiere decir: reducir el célculo a la multipli-
cacion de dos ntmeros.

Sea, por ejemplo, un campo triangular que tiene como base
500 metros y como gltura 405.

. R 500 x 405 202500
El drea seria —2r~= >

— 101.250 m®
o lo que es igual 10 heotdreas y 1250 m®,

Si, en cambio, se trata de un terreno tropezeidal que tiene
los dos lados-base de 200 y 300 respectivamente y la altura de
160 m. el 4rea serda igual a 300 + 200 x 80 = 500 x 80 =
40.000 o lo que es lo mismo, cuatro Hectdreas.

Si el precio de este dltimo terreno es a 2 pesetas €l m®, cos-
taria 80.000 pesetas.

VOLUMENES

Para el cdlculo de los voliimenes se usa como unidad de me-
dida el m®, pero no de una manera efectiva, esto es, no se trans-
porta nunca materialmente un m’. Es siempre con lineas con lo
que se calculan los voldmenes, '

Asi, por ejemplo, si se quiere saber la capacidad de ung sala
hay que medir en metros lineales las longitudes de los dos lados
rectangulares y después la altura hasta el techo.

Sea, por ejemplo, un salén de 9 metros de largo, 7 metros de
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ancho y 5 metros de alto, Antes que nada, hay que consignar el
area del pavimento 7 m X 9 m = 63 m®. Después, multiplicar el
drea por la altura: 63 m*x 5 = 315 m’.

Si en vez de esto se quisiera calcular el volumen de una de
las pirdmides de Egipto, habria que conocer el lado de la base
cuadrada y la altura, en metros lineales ; hallar el drea de la base
(cuadrade del lado) lo que daria una cifra en metros cuadrados,
multiplicar este ndmero por la tercera parte de la altura y esto nos
daria en metros ciibicos el volumen de la monumental pirdmide.

Conviene ahora recordar como se calculan los voliimenes de
los sélidos geométricos.

Problema infantil
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Fig. 284

Tenemos el plano de una iglesia que se puede dividir en varias
partes. El cuerpo central de forma prismidtica rectangular tiene
ung superficie que mide 40 x 20 y una altura de 25 metros. Tie-
ne en tres lados, tres dbsides en forma de medio cilindro en el
que el radio del circulo base, es de 10 metros.

SISTEMA METRICO DECIMAL 353

Existe ademnds un peristilo prismdtico que mide 40 x 7 de
base y 10 de altura.

Calculemos la capacidad de todas estas partes.

El cuerpo prismdtico tiene un rectdngulo base de 40 x 20 =
800 m* y una altura de 25 m., 800 m. X 25 m = 20.000 m*

Los tres dbsides forman juntes un cilindro y medio, que tiene
como base en circulo de 10 metros de radio y una altura de 25 m.

Circulo base (10 % 10) x 3’14 = 100 m*x 3'14 = 314 m®

314 m*x 25 m = 7850 m",

Medio cilindro = 7850 m®: 2 = 3925 m®

Luego, los tres dbsides sumardan 7850 m*+ 3925 m'= 11775 m,

La iglesia, pues, tendrd de capacidad,

Cuerpo central 20.000 m®,
Absides 11775 m:

21,775 o’

A lo cual hay que afadir el peristilo
40 m x m = 280 m’
280 m*x 10 = 2800 m",
La capacidad total de la iglesia serd :

S1rsem
2800 m*

34575 m’

O lo que es igual 34 Dm® y 575 m®

Estamos construyendo modelos de papel y dibujos de los prin-
cipales monumentos con las cifras de sus medidas. Estos modelos
se pueden también aplicar a un estudio histérico y artistico y al
cdlculo aproximado de sus dimensiones para que se tenga, por parte
de los nifios, alguna idea real sobre los volimenes de las grandes
construcciones humanas.

MEDIDAS DE CAPACIDAD

La medidas mds comunes en la vida prédctica son las que se
refieren a determinar la cantidad de substancias que en si mismas
no tienen una forma, como, por ejemplo, los liquidos—agua, acei-
te, vino, etc. o también cantidades de dridos, como, por ejemplo.
el trigo, el arroz, la harina o igualmente arena, grava para espar-
cir en un jardin, lefia, etc.

Precisa, pues, una unidad de medida para las capacidades, la
cual, debe tener su base en el metro, va que forma parte del sis-
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tema métrico, v los grupos de unidades deben sucederse de 10 en
10 por formar parte del sistema decimal.

La medida métrica establecida para la capacidad es el dm’. En
el material de las «casas de los nifios» la torre roja presenta en el
cubo mayor, con arista de 10 cm. el volumen escogido,

23 1
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Fig. 28z

Si se construye un revestimiento exacto de este cubo, en forma
de una cajita de metal que lo contenga exactamente, y después se
sustituye el cubo interno por una cantidad de agua que llene la ca-
jita hasta el borde, esta cantidad representa un litro y es la unidad
de medida para los liquidos,

Una vez determinada esta cantidad, el cubo no es ya necesario
en la prdctica de las mediciones,

Un cilindro donde se introduce un litro de agua, puede, si se
sefiala el punto al cual llega la superficie del liquido, servir des-
pués como medida de un liguido cualquiera.

Igualmente se puede hacer con una botella de forma comin
que lleve una sefial fija en el punto al cual llega un litro de liquido.
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En efecto, los liquidos se miden en los recipientes mds varios
de forma, como barriles, damajuanas, efc,

Fig. 286

El cdleulo. sin embargo, se refiere siempre, como centro ¥
unidad de medida, a la capacidad de 1 dm®, es deecir, a un reci-
piente cribico que tiene 1 dm. de arista.

Las medidas de liquidos, de uso corriente son:

el Hl. (el Hectdlitro) = 100 litros.

el DI. (el Decdlitro) = 10 litros

el litro = [ litro = 1 dm

el dl (el decilitro) = 1 de litro = 0’1 litros
10

el ¢l (el centilitro) = 1 de litro = 0’01 litro.
100

También las medidas de capacidad son medidas de volumen.
En efecto, aguéllas representan.

[ litro 1 dm?®
el decalitro una fila de 10 cubos.
el hectolitro un cuadrade de 100 cubos.
Sl pflérr;etro la superposicion de 10 hectdlitros o sea la capacidad
e 1 m®.

Las medidas efectivas que se usan en la préctica son de vidrio,
sefialadas en el punto al cual llegé el liguido, y funcionan de este
modo como medidas.
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Fig. 287

Fig. 280

SISTEMA METRICO DECIMAL S5

Se usan para mayores medidas, recipientes de metal o madera
en forma de odre o barril.

Para el aceite, las medidas son, generalmente, metdlicas, como
ollas provistas de asidero y pico, que llevan una sefial que indica
el punto, al cual, debe llegar la medida precisa.

MEDIDAS DE ARIDOS

Para los dridos, en cambio, las medidas son cilindricas, de
metal o madera, llevan, con frecuencia, sobre el brocal una cruz
metdlica indicando el nivel preciso de la medida y esta cruz sirve,
también, como asidero. Con éstas se mide el grano, Ia harina, el
arroz. Dichas medidas se usan, generalmente, en el campo, donde
no existen balanzas capaces de registrar grandes pesos.

Fig. 200

MEDIDAS DE PESO

El procedimiento mds interesante para la determinaci6n prictica
de la unidad de medida, es el que se refiere al peso de los cuerpos.

El punto métrico de partida, es un pequefio cubo que se en-
cuentra en la cima de la torre roja y que tiene un cm. de arista.
Era preciso hallar un peso exacto y, para esto, es necesaria und
balanza de precisi6n, que forma parte de los instrumentos cienti-
ficos de la mecanica,

Fig. 201
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Ahora hay que determinar un volumen y una calidad de mate-
ria, porque cada materia en el mismo volumen puede tener un
peso distinto, _

He aqui, pues, dos criterios separados, dos elementos, ambos
importantes,

El volumen escogido fué: la capacidad de un cubo de un cm.
de arista.

Imaginemos una cajita metdlica que contenga exactamente uf
pequefio cubo, come el primero de l]a torre, pero determinado con
gran exactitud, construido también de metal, de modo, que re-
presente precisamente un cm’. _

Pues bien, quitado el pequefio cubo, quedaria la cajita metd-
lica, de la capacidad precisa de 1 em®.

\&

Fig. 202

Esta cajita se debe llenar de una materia que hay que escoger,
porque la substancia influye sobre el peso mds que el volumen.
1 em® de aceite v 1 cm® de mercurio pesardn de fijo muy distinta-
mente,

Para hacerlo comprender mejor, se podrian recordar los ejer-
cicios que realizan los nifios en la «Casay cuando buscan, empiri-
camente, reconocer el peso distinto de tablas iguales en forma ¥y
dimensiones, pero de maderas diversas desde el ébano al abeto;
y después, los otros ejercicios que se repiten en las clases ele-
mentales, estudiando la gramdtica y los adjetivos superlativos y
comparativos,

Se realiza alli un ejercicio, en el cual, los nifios ponen én
comparacion varias substancias liquidas, como agua, aceite, al-
cohol y, conjuntamente, substancias sélidas, como plomo y coicho.
Independientemente de sus cantidades se dispone una debajo de
la otra, pero sin mezclarlas, y el agua, el aceite y el alcohol per-
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manecen separados y superpuestos entre los dos extremos sdlidos,
el plomo que va al fondo y el corcho que flota.

Corcho
Alcohol
Aceite
Agua
Perdigones =
Hig. 293

Ya el peso relativo a la substancia, y no al volumen, fué
conocido por los nifies con la distincién del adjetivo «especificon

Serd, pues, claro para ellos que juntamente con el volumen,
sea necesario determinar una materia, seghin su peso especifico.
La materia escogida, ha sido el agua., La unidad de peso ests de-
terminada por el peso de 1 em® de agua.

Se sabe, sin embargo, que el agua puede ser pura o impura.
Muchos adjetivos del agua fueron ya estudiados ; el agua debe ser
inodora, incolora, insipida, etc. También el agua fué fltrada a
través de cuerpos permeables. La conclusién fué, que para obte-
ner agua pura, precisa destilarla, porque cuando se transforma en
vapor no lleva consigo ningiin cuerpo de los que contiene en diso-
lucion, sino que se convierte en agua gquimicamente pura (H?0) y
asi se recoge con e! enfriamiento que vuelve a reducirla al estado
liquido, gota a gota.
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Fig. 204

El gramo, unidad de medida del peso, estd determinado por el
peso de un centimetro cibico de agua destilada a 4° centigrados
de temperatura,

Como se sabe, el agua es la materia que sirve para determinar
la temperatura. En efecto, si un tubo cerrado, con mercurio en su
interior, se le introduce en hielo, el mercurio se encoge y en el
bajo nivel a que llega se pone cero (cero grados de temperatura).
Si después se le introduce en agua hirviendo (esto es, cuando se
forma el vapor en la superficie del agua expuesta a la atmoésfera
normal) el mercurio se dilata y el punto miximo a que llega se
sefiala con 100 (cien grados de temperatura). Aquel espacic entre
0° y 100° se divide después en 100 partes que se llaman grados.
Pues bien, el agua tiene la densidad médxima a 4°.
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Se ha establecido, pues, que la unidad de peso correspende al
peso de un cm’ de agua destilada a 4° centigrades de temperatura.

Este peso, obtenido en relacién con el sisiema métrico, se
llama gramo.

La unidad de peso es muy pequeiia y ello es necesario, porgue
algunas veces sirve como punto de partida para la evaluacién de
cantidades mindsculas y muy exactas como sucede en Medicina o
también de las substancias que se utilizan para analisis quimicos.

El gramo, que prdcticamente se usa para pesar, no es aque!
pequefio cubo de agua, sino, un peguefio cilindro de cobre dotado
de un mindsculo botén para asirlo y se determina con una balanza
de precisién, de modo, que corresponda perfectamente al peso de
agua del pequefio cubo.

En la prdctica se utilizan, también, pesos menores que el gra-
mo, que son en la sucesién decimal.

1
— de gramo = decigramo = 0,1 gramo.

10
1
— de gramo = centigramo = 0’01 gramo.
100
1
de gramo = miligramo = 0’001 gramos.
1000

Estos pequefios pesos no tienen la forma de cilindros como los
otros, hasta el gramo, sino que son pequeflas hojas metdlicas que
se cogen por medio de pinzas. Las balanzas capaces de apreciar
dichos pesos son ubalanzas de precisionn que se manejan dentro
de cajas de cristal por medio de tornillos, para que las pesadas no
sufran la influencia de las corrientes de aire.

En cambio, para los pesos corrientes en la vida préctica, se
usan maltiplos del gramo y uno de éstos, el kilogramo, sirve de base.

L. ‘gramo: ......... £r,
10. decagrame ... Dgr.
100. hectogramo ... Hegr.

1000. kilogramo ..... kg.

El kilogramo corresponde al peso del agua contenida en um
decimetro cdbico, grande como el cubo mayor de la torre roja,
pordlo tanto, corresponde al peso exacto de up litro de agua des-
tilada. -

En la préctica se usa, también, el hectogramo, como sucede
cuando se compra al por menor, los articulos alimenticios para uso
diario de la familia,

24
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Cuando se trata de evaluar pesos muy grandes se recurre a
los dos extremos representados por el peso citado—I1 kilogramo en
relacién con L dm*—y el peso del agua destilada que llenaria exac-
tamente la capacidad de un metro ctibico. Un m“' contiene 1000
dm® v corresponde, por ello, al peso de 1000 kilogramos. Este
peso enorme se llama Tonelada.

Si se trata de 100 kilogramos, entonces el peso se
llama Quintal, ;

El quintal se usa para pesar la lefia, el carbén y articulos
semejantes.

He agui, pues, la lista de las unidades de peso:

1.000.000 gr. = Tonelada (metro ctibico) T = 1000 kgs.
100.000 gr. = Quintal Q = 100 kgs,
10.000 gr. = Miriagramo Mgr. = 10 ggs.
1.000 gr. = Kilogramo (decimetro ciibico) Kg. = 1000 gs.
100 gr. = Hectogramo Hgr.
10 gr. = Decagramo Degr.
Unidad de medida 1 gramo (centimetro cdbico) — gr.
1 ]
— (e gramo = decigramo der.
10
1
de gramo = centigramo cgar.
100
I .
de gramo = miligramo (mm. cdbico) mgr.
1000

—
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Las medidas de peso son siempre indirectas, y hay necesidad de
‘un instrumento mecédnico para evaluarlas,

No solamente los pesos establecidos en el sistema métrico de-
ben ser exactos, sino también, el instrumento mecdnico empleado
para su evaluacién,

Este instrumento se llama balanza,

La balanza se basa en el equilibrio perfecto de dos pesos idén-
ticos que se colocan en sus dos platillos, suspendidos. En uno de
ellos se coloca la substancia que se desea medir v en el otro los
pesos,

Cuando sobre los dos platos los pesos se corresponden perfec-
tamente, los brazos, que oscilaban a ambos lados del punto de
apoyo, se mantienen horizontales,

Para probar una balanza se efectda la doble pesada, esto es; se
colocan los pesos donde estaba la substancia u objeto y recipro-
camente, y se observa si el equilibrio se restablece igualmente.

Existen muchas clases de balanzas que se basan en diversos
principios de mecédnica.

A B D ¢
P‘ Plf
PI Puj

Fig. 297
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Si la barra AC es simétrica con relacién al punt{_)'de apoyo Y .
se coloca en el extremo A. un peso P, éste se equilibra con ua -
peso doble P colocado en la mitad del brazo BC, es decrr,”:,en D I

El mismo peso P’ se equilibra con wun peso triple P'” que
esté colocado a una tercera parte de distancia del punto de apoyo
en la segunda parte de la barra.

Fig, 208

Sobre este principio se funda la romana que tiene un solo

-

plato y el equilibrio se busca haciendo correr el peso sobre el
brazo de suspensién desde el extremo hacia el punto de apoyo,
donde se encuentra el platillo suspendido. - )
Hoy, sin embargo, se usan balanzas automaticas, que no exi- |
jen ninguna maniobra ni prueba. |

El objeto se coloca sobre el plano horizontal de una caja y ha)i
una manecilla que, guiando, se detiene en el punto donde esta

escrito el peso del objeto o substancia. ' i A
También las balanzas para grandes pesos (carros, camiones Car-

gados, etc.) son automaticas.
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f \ volumen
Las medidas volumétricas comprenden capacidad
peso

Unidad de medida de los volimenes.—el metro cdbico—m®
Capacidad de un Kilolitro (1000 1.)

Peso (lleno de agua etc.)—una Tonelada—1000 kg.

Unidad de medida de la capacidad—Idm®—1 litro.

Peso (lleno de agua etc.)—1 kilogramo.

Unidad de medida de peso

1 cm® (lleno de agua etc.)—un gramo.

MEDIDAS DE LOS PESOS ESPEC{FICOS

Si se tienen dos cantidades iguales de volumen, pero que difie-
ren en peso, esto indica que tienen distinfo peso especifico, que
son de diversa densidad. Por ejemplo: hierro, ébano, corcho o
también mercurio, aceite, vino, alcohol, etc. pesan diversamente
siendo la misma cantidad.

Preparemos pequefios ciubos iguales de 1 cm’ de hierro, alu-
minio, marmol, cristal, ébano y corcho. Precisa  confrontar cada
uno de estos pequefios cubos con el peso de 1 gramo, que es el
que corresponde al volumen de agua,

Entonces se dird, que:

el hierro pesa — 7°20 gr.
el aluminio — 256 &1,
el marmol — 2'65 gr.
el cristal 3’33 gr.
el ébano — 1°12 er.
el corcho — 024 gr.

Y para substancias liquidas colocadas dentro de peguenos tubos
en cantidad de un cm®

el mercurio pesa —— 13’60 gr.
el aceite — 0’92 gr.
el alcohol — 079 gr,

Asi los pesos especificos, en los cuales se habian notado las
diferencias, pero sélo de modo empirico, segiin se fueran al fondo
o sobrenadasen, se pueden determinar ahora, en cifras, que se
prestan a la posibilidad de hacer cilculos comparativos.
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También es posible calcular el peso de un objeto, del cual, son
conocidos el volumen y peso especifico.

Por ejemplo gcudnto pesardn 2 cm® de mercurio?

Pesardn 2 x 13’60 = 27'20.

£Cudnto pesard un dm’ de hierro fundido?

Pesard 720 % 1000 = 7200 gr. = 7 kg. y 200 gr.

4Qué volumen tendrd 1 kg, de corcho?

1 ecm® de corcho pesa 0'24.

100000 | 24

40 4’166 tendrd de volumen 4 dm® mds 166 mm’
160
160

ESTUDIO DE LAS MEDIDAS Y PROBLEMAS

El estudio de las medidas se presta al calculo de modo directo ;
cada particular de indole practica suscita problemas.

En efecto, cada uno de nosotros resuelve a diario pequefios
problemas sin darse cuenta. Los problemas pueden constituir un
activo y brillante ejercicio’ en la escuela, que proporciona el modo
de repetir, practicar y completar los cédlculos estudiados ya de modo
teérico y abstracto. Pero, para dar un sentido de realidad y hacer
ttiles los cdleulos y la resolucién de problemas, se aconseja intro-
ducir en la escuela varias directivas, esto es:

Todo género de estadisticas, en especial, las que se refieren
a la realidad presente, nacional o internacional.

Comparaciones estadisticas entre el presente v un pasado his-
térico.

La medicién de terrenos y su reduccién al dibujo.

La medicién de pequefias superficies o pequefios voldmenes de
habitacién, calculada con aproximacién de fraccién, efe.

Problemas

Cilculos volumétricos de edificios imaginarios o de monumen-
tos y sus diversas partes ; o también, cdlculo del material necesa-
rio para construir un edificio.

Cilculo de cubicacién de habitaciones.

ﬁprove-char la ocasi6n para presentar dibujos de arquitecturas
varias.

SISTEMA METRICO DECIMAL - 367

Precio de terrenos por unidad de medida y precios del mate-
rial de construccién.
Costo de construccién de vias férreas.

Lista de precios, lo mds aproximados posible, de tejidos de :
seda

lana

lino

algoddn, etc,

Precios de articulos alimenticios, al por mayor y menor,

Medidas geograficas.
Areas de provincias,
Altitudes de montafias.

Calculo de distancias geograficas,

Vias férreas viajes precios y horarios.
Proyectos de viajes y cdleulo de gastos.
Viajes por mar,

Viajes en aeroplano.

Alpes

Montblanch Pelvouse — 4103 m. (vertiente francesa)
4807 m, Gran Paradiso — 4061 m. (vertiente italiana)

En los Alpes Occidentales: Monviso 3841 m. Rocciamelone
3538 m.

M. Rosa — 4638 m.

Cervino — 4482 m.

Fnisteraahrhorn — 4275 m.

Jungfrau — 4119 m.

Cimd Pusanella — 3564 m.

Marmeolada — 3350 m.

Adamello — 3454 m.

Oetez — 3775 m.

Pico de los Tres Sefiores — 3505 m.

Gran Sasso — 2914 m. (Apeninos) :

Etna — 3279 m.
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Carpatos

M. Negoi 2450 m. (Transilvania),
M. Tatras 2660 m.

Pirineos

Pico de Aneto (Grupo de la Maladetta) — 3405 m.
Mulhacen (Sierra Nevada) 3481 m.

Balkdnica

Dormitor — 2530 (Montenegro).
Montes malditos — 2700 (Alpes albaneses).
Alpes helénicos — 2985 m.

Los problemas pueden tomar la forma de mandates, al igual
que los de la gramitica,

Los maestros pueden preparar grupos de problemas segin los
distintos temas—bien catalogados—de modo que los nifios ten-
gan facilidades para la eleccidn.

Es deseable, que los mismos nifios planteen problemas sobre
proyectos de casas, de viajes, de compras, etc.

Alpunos problemas humoristicos deben ser planteados para sus-
citar una respuesta critica.

Por ejemplo: Un elefante come en 10 minutos treinta paneci-
llos de lujo scudntos comerd en un dia?

La respuesta es que se ignora si el apetito durard las 24 horas
con la misma intensidad que los 10 primeros minutos y si serd
posible preparar tantos panecillos de lujo como requiera el apetito
del elefante.

Bebe un quintal de agua en 10 minutos jcuénta agua beberd si
sigue haciéndolo durante 6 horas?; el animal reven‘ard.

Otro puede ser: Calcular la cubicacion de una iglesia por el
namero de fieles que pueden entrar en ella respirando durante una
hora con las puertas y ventanas cerradas,

La respuesta es, que al cabo de una hora, si se calcula la ou-
bicacién, todos los fieles estarian asfixiados.
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MEDIDAS NO METRICAS NI DECIMALES

Las medidas y la precision de determinar unidades de medida
como puntos de partida para juzgar exactamente las cantidades en
si mismas, son la necesidad mds fundamental de la vida social.
La aritmética ensefia en abstracto el juego de los nfimeros y nos-
otros aplicamos aquel juego a las realidades précticas. Pero, ante
todo, es necesario poner en vez de la unidad uno, de ia serie de
los ndmeros, una canfidad real determinada y fija de la cual se
parte por acumulacion para medir la cantidad precisa de las cosas.
Esta es, para todas las aplicaciones, la unidad de medida.

También el dinero, por medio, del cual se compra y se vende,
debe tener un valor fijado por el use, y, bien determinado, debe
hasarse en una unidad de medida.

Es por todos sabido que en tiempos antiquisimos se realizaban
«wcambios en especien. Uno tenia necesidad de un caballo y lo
pedia dando a cambio un cierto ndmero de ovejas, o también
substancias alimenticias de que el otro tenia necesidad, etc. Tam-
bién en estos cambios se hacia necesario una medida precisa y se
establecia de comtn acuerdo que, un caballo, por ejemplo, valia
seis ovejas. Para facilitar los cambios se tendia a poner como tipo
de valuacién una sola cosa, un cierto valor, por ejemplo, una ove-
ja. En la antiguedad, los romanos, asi lo hacian y afin existe la
palabra pecunia para indicar dinero. Los griegos tenfan el buey
como unidad de valor; en efecto, dice Homero gue las armaduras
de Di6genes yalian muchos bueyes.

Todavia hoy se practican usos semejantes entre algunos pueblos
aislados ; asi, por ejemplo, un periédico, fundado por un misionero,
vale su suscripcion entre los esquimales un dnade salvaje por un
trimestre y una foca por un afio. Esto, sin embargo, no podria ser
entre gente que viaja, entre personas que tienen distintas costum-
bres y necesidades, pues, se podian encontrar en la situacién de
Ali Said en la fabula siguiente.

Problema fdbula (tomado del viaje a través de Africa. de Ce-
merén, citado en el libro «Principios de Economia Politican. C, Gide).

Un cierto Ali Said tenia necesidad de una barca.

Se dirigié entonces a un drabe y le pregunté qué queria a cam-
bio de su barca. El drabe le contesté que no aceptaria otra cosa
que marfil, porque era ésto lo que necesitaba, pero Ali Said, no
tenia marfil, Entonces le dijeron que wun tal Mohamesd buscaba
telas y daria a cambio de ellas marfil, del aue posefa gran cantidad.
Pero Ali Said no tenia telas para conseguir el marfil de Mohamed.
Supo, sin embargo, que un tal Gererib tenia gran cantidad de
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telas y buscaba el desprenderse de ellas para adquriir, en cambio,
zlambre, que neceitaba, Ali Said tenia mucho alambre ; fué, pues,
a ver a Gererib y se lo di6 recibiendo a su vez las telas. Llevd
las telas a Mohamed y recibié marfil, di6 este marfil al drabe y
obtuvo la barca,

Fig., 300

Es evidente la necesidad de facilitar estos cambios encontrando
una materia tnica que todos pueden aceptar a trueque del objeto
que estdn dispuestos a vender, porque, con esta materia tinica, podran
después comprar lo que necesitan en cualguier parte del mundo, y
entonces, en lugar de los cambios comolicados de :

Telas a Ali-Said.
Alambre a Gererib,

Ali-Said — alambre.
Gererib — telas.

Marfil a Ali-Said.
Telas a Mohamed.

Ali-Said — telas.
Mohamed — marfil.

Barca a Ali-Said.
Marfil al drabe.

Ali-Said — marfl.
Arabe — barca,

todo género de cambio tendrd lugar a través de una materia
tinica v no directamente. Este es el origen del dinero. La materia
inica dehia reunir muchos requisitos ; ser facilmen e reconocible y
no estar sujeta a alteraciones. A dicho fin se escogio el oro.

También el oro se tenia que medir v al principio sirvieron las
barras de oro, pero en seguida se hicieron necesarias pequefias caf-
tidades y éstas quisieron distinguirse segiin el lugar de donde pro-
venfan y asi se usaron chapas de oro, sobre las cuales, se marcaban
signos—figuras simbdlicas o palabras—yv fueron las monedas.

Pero, como el oro no tiene suficiente resistencia, se mezcla
con otros metales mads duros y a ésto se llama aleacién, y la can-
tidad de oro en relacién con otros metales de menos valor (cobre),
con los cuales se halla mezclado, se llama ley de la aleacién.

Todo el dinero tiene valor segiin su equivalencia en oro.

Si se tratase de transportar una gran cantidad de dinero seria
muy pesado; para evitar este inconveniente, se usa la moneda de
papel o billete de Banco.
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El verdadero valor de un billete de 100, de 500 o de 1000
pesetas lo da el oro que representa y que ha quedado en el Banco.
Si no existiera en el Banco este oro, el papel, o sea, el billete de
Banco, no tendria valor alguno efectivo,

El dinero espafiol tiene como unidad la peseta.

Pero cada pais tiene la unidad monetaria distinta, por ejemplo :
Inglaterra, la libra esterlina ; Norteamérica, el délar ; Italia, la lira ;
Francia, el franco; Alemania, el marco: Holanda, el florin, etc.

Es decir, que atn cuando todos tienen el oro como materia pri-
ma tnica en la determinacién de los valores monetarios, cada uno ha
fijado diversa cantidad de metal precioso para la respecivta Unidad
Monetaria.

Por esta razén hay que recurrir a los cambios entre una y otra
nacién, con objeto de igualar el valor extranjero y nacional en el
cambio de dinero. El dinero espafiol sigue el sistema decimal, por-
que tiene como centro la peseta y sus multiplos v submiiltiplos de-
cimales,

Las unidades monetarias legales en Espafia son las siguientes :

100 ptas.

Monedas } 50 » Monedas (5 ptas. Monedas (0’10 ptas.
de 20 » de 2 » de 0’5 »
oro 10 plata [ » cobre 0'2 »

SRS 0'50 » 0| B

Cupro-niquel : 0’25 ptas,

1000 ptas,
Billetes de 500 »
Banco ) 100
50 »
2l

Un ejemplo de pais donde no existe en el computo monetario el
sistema decimal es la moneda inglesa,

Esta se basa sobre la Libra esterlina o Pound o Soberano, mo-
neda de oro, La esterlina comprende 20 chelines (plata) y el chelin
12 peniques (cobre)., Se acufian en Inglaterra las siguientes mo-
nedas de oro:

5 esterlinas
2 )
1 1

Monedas de plata — 1 chelin
2 y 1/2 chelines,
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Los billetes mds corrientes, son:

10 chelines
1 esterlina
5 esterlinas.

El délar es una moneda de plata. Se acufian monedas de oro de
10 y 20 dolares. El dolar se divide en 100 centaves de los cuales
hay moneda de 10, 20 y 25 centavos.

Para simplificar el cdlculo sobre los cambios, poner los cambios
a la par, o sea, la esterlina; 25 ptas. ; el délar : 5 ptas., etc.

Los célculos sobre cambios v monedas extranjeras pueden estar
acomparfiados de estudios sobre exportaciones e importaciones y, por
lo tanto, sobre la distribucién geografica de los productos y de las
materias primas, A los precios de origen se puede acompafiar el
costo del transporte (longitud de los viajes, por mar especialmente)
y de las aduanas.

Los problemas deben ser redactados como «érdenes» inicial-
mente, con la finalidad de inducir a indagaciones que, adn cuando
no sean en si rigurosamente exactas, conducen la mente hacia la
realidad de la vida social y hacia otras pesquisas y estudios cola-
terales (geografia, historia, etc.) que llevan a una mds vasta cul-
tura a través de la actividad de los nifios.

EL TIEMPO

También el tiempo para ser medido tiene necesidad de un punto
de referencia unitario.

Este, considerado en el dia—tomado de la Naturaleza—puede
ser comtn a todos los pueblos, El dia va de un mediodia a otro,
y antigiamente se computaba con exactitud por medio del Sol, pues
un bastén proyectaba la sombra segtn el camino de aquél.

En Egipto se hicieron las primeras determinaciones exactas de’
tiempo y como el ntimero 6 era base de la numeracién miiltiple en
el sistema del cdlculo, asi las divisiones del dia fueron hechas a
base del 6; 6, 12, 24. El dia fué dividido en 24 horas, de este
modo el dia y la noche eran doce horas, v la mitad del dia de seis.

Afiadiendo a esto las ulteriores subdivisiones hechas posibles,
gracias al perfeccionamiento mecénico del reloj y de las computacio-
nes decimales, la hora fué dividida en 10 % 6 minutos, esto es,
en 60 minutos y el minuto en 60 segundos, conservdndose de
este modo la base original del B,
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La agrupacion de los meses fué andloga porque se distinguen

; 60 3
grupos de 30 dias aproximadamente {»—2-} y los meses son 12 = 2

x 6. : 4
En cambio, la divisién de la semana en 7 dias tiene su origen

en Moisés que cuenta la creacion de 6 dinaS}. a !-os cuales, sucedié-del
dia de reposo. Toda la Cristiandad (afio litdrgico) considera el afo
dividido, solamente, en semanas.

La subdivisién del tiempo en el afio, estd establecida en el ca-
lendario. ‘

Para las relaciones entre el tiempo y los valores se caqsw.dera,
sin embargo, la fiora con sus subdivisiones. Por ejemplo, la jornada
del obrero, el tiempo invertido por trenes que son mds o menos
rapidos. Y el valor, es decir, el costo del viaje aumenta si se ha
recorrido el espacio en un tiempo menor (trenes rapidos, expresos,
etcétera) y lo mismo sucede en los viajes por mar. Por lo tanto,
la frase «el tiempo es oroy tiene una base positiva en las medidas
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RAZONES Y PROPORCIONES
REGLA DI TRES

Si compare el metro con el decdmetro, deduzco que, el metro
es la décima parte del decdmetro, como ya lo indica la misma pa-
labra. Yo, sin embargo, expreso este hecho evidente diciendo, que
la relgcion entre un metro y un decdmetro es 10. Si después com-
paro el decimetro con el metro, debo repetir el mismo concepto cam-
biando los términos ; la relacién entre un decimetro y un metro, es
10. Puedo, pues, sentar la siguiente conclusion ; entre el metro y el
decdmetro hay la misma relacién que entre el decimetro y el nietro,
o lo gue es igual, que dichas medidas estin en la misma proporcion.

Si dijese ahorp, que el metro es al decdmetre como el decimetro
al meiro, diria lo mismo, pero, expuesto en tal forma, que las dos
relaciones se ponen en precisa confrontacién.

Si utilizdsemos nimeros abstractos podria hacer andloga compa-
racién ; por ejemplo, si comparo 2 con 6, puedo decir que la rela-

cion entre 2 y 6 es S porque 2 es la tercera narte de 6.

Y esta relacién es la misma que entre 5 y 15, porque 5 es la
tercera parte de 15,

También aqui puedo aplicar la frase enunciada anteriormente :
2 es a6 comob es a |5 Esta frase en vez de utilizar palabras se
puede expresar con signos, de la siguiente manera :

2 ML s k]

Los dos puntos indican una divisién y los cuatro puntos quieren
decir «como» ; esto es que los dos términos guardan entre si la
misma relacion, porque las dos relaciones son iguales. Finalmente,
y utilizando los signos ya conocidos, aquella igualdad se puede re-

petir en la forma siguiente : —— Son, pues, dos proporcio-

1 G
nes iguales a =
Pero lo mismo puede decirse 6:2 :: 15:5, esto es 3 = 3,
6 15
s

25
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La relacion 6:2 es inversa a la 2:6, del mismo modo que lo

son 15:5 y 5:15.
Podria andlogamente repetir infinitas relaciones y decir :

12 :4::30:10 y también 120 :40 ::300 :100.

La inversa seria también igual relacion 40:120: +100 :300.
Se puede, pues, establecer con mds comodidad una férmula
algebraica de la proporcién en la forma siguiente :

a:b::c:d

a y b se llaman primero y segundo término de la relacion o
razén y ¢ y d tercero y cuarto término.

Ahora bien, cuando la relacién entre el primero y segundo tér-
mino es igual a la que existe entre el tercero y cuarto se dice que
las razones estdn en proporcién ; los términos segundo y tercero
se llaman términos medios, mientras que, el primero y cuarto se
llaman extremos.

Volvamos ahora a la primera proporcion :

im: 1Dm: :0'10 m:1m.

Esta se puede expresar en decimetros para evitar los ndmeros de-
cimales v entonces el metro se convierte en 10 decimetros v el De-
cametro en 100 dm. Tendremos pues :

10 :100: :1 :10 o también 1:10::10:100

Esta proporcion tiene la particularidad que los dos medios son
iguales, y dicha proporcién se podria expresar algebraicamente en la
siguiente forma :

ashaabae

Existe, pues, una continuidad entre estos términos 1, 10, 100.
Para pasar del uno al otro, precisa la misma proporcién, Lo mismo
sucederia si dijéramos :

Porque 60 es tres veces 20, 180 es tres veces 60 y entre los
términos 20. 60, 180 existe la misma relacién y lo mismo podria-
mos decir: 2:6:18 :84 1162 etc. porque cada término es triple del
anterior.

En la jerarquia decimal, cada grado es 10 veces el anterior 1,
10, 100, 1000, 10.000, 100.000 etc.

Tales razenes se llamarn continuas.

Volvamos ahora a aquella forma especial que interpreta la di-
visién entre los términos como una fraccién o, mejor, la pone ef
forma de proporcidn :

-

—-—
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2 5
2:6::5:15 5 15
6 a c

A 5
Igualmente sucede con las inversas 5~ = 75 v en general e

_Si se trata de dos fracciones que se reducen a un comtn deno-
minador, se logrard asi la prueba de la igualdad :

2 e Ay O e ey o Sise o]
6

15 B6X15 16%6 90 50

Estas dos fracciones tienen igual denominador 6 x 15 = 90.
y L%comparamdn ha de ser sélo entre los numeradores 2 X 15 =
L x -

Efectuemos las operaciones :

2 x 15 = 30
5x 6 =30

Fjero,_ _lo_ interesante es confrontar estos productos con la pro-
po_rmén inicial v observar los desplazamientos ocurridos en los tér-
minos. Esto es, confrontar aquellos productos con la férmula :

15 = &5 %6
Sl 1153

D X

2
S

2 y 15 son los extremos mientras 6 y 5 son los medios.

Resulta, pues, que si cuatro términos estdn en proporcion el
producto de medios es igual al producto de extremos,

Veamos otro ejemplo,

[0 LB P e e
3:9::6:18 o lo que es igual 5 = g

Reduciendo a un comiin denominador, tendremos :

3X18 _ 6X9 3 K18 6 X9

o8 80 1@ (g sxs=6%x9

La igualdad de los términos va ahora confrontada, en el mismo
orden que guardan en la proporcién

3x 18 = 6x9
Saie e s b
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AN G
En general, si tenemos la igualdad 57="7 v se reduce a comun

denominador

d

ganed@iacineh
bhxd bx

Resulta que axd=cxb ya:b::2:d

Si se tiene, pues, una proporcion continua a:b::b :d resulta
axd=b® el producto de los extremos es igual al cuadrado de
los medios.

En esta férmula tenemos geométricamente la igualdad de un
cuadrado y un rectangulo.

REGLA DE TRES

Estas observaciones conducen a una reflexion ; si en una pro-
porcién se conocieran tres términos solamente y el cuarto fuese
desconocido, éste se hallaria sin dificultad, ya que se debe encon-
trar con uno de aquellos en la misma relacién que los otros dos
también conocidos,

Utilicemos la proporcién ya conocida :

26 1olrlS

Pero supongamos que el 15 no se supiera hallar y constituye una
incégnita, una X, como se dice: un interrogante.

Una vez comprendido lo que es una proporcion, esto parece
inverosimil, pues, cualquiera comprende que si el 6 es tres veces
2. el nimero que se busca serd tres veces 5.

Nosotros supenemos la existencia de una persona gue npo com-
prenda este hecho tan evidente y que quede perpleja ante la pre-
gunta: Si 2 es la tercera parte de 6, ade qué nimery serd el 5
la tercera parte?

Planteemos la proporcion y serd :

%
= =t 2B
6 X

u

. RAZONES Y PROPORCIONES asl

Sabemos, sin embargo, que 6 x 5 debe ser igual a 2 X X
luego 2 x X debe ser precisamente 30 como lo es 6 x 5.
2 x X = 30. Es evidente que X serd la mitad de 30, es

.30
decir 5 =5
Pongamos otro ejemplo :
4:16::25:X

Yo sé una cosa, y es, que 4 x X debe ser igual a 16 x 25,
Luegc 4 x X = 400. Luego X es la cuarta parte de 400 o sea
400 :4 = 100.

En efecto, 16 es 4 veces 4, y 100 es 4 veces 25,

Este sencillo ejercicio se puede expresar con férmulas algebrai-
cas a:b:¢c:X

cXh
a

Lo cual se puede expresar asi: Si la incignita es un extremo,
serd igual al producto de medios divididos por el otro extremo CoO-
nocide, '

-Y si X tuera un medio? Por ejemplo 4 :16: :X :100,

Se sabe entonces que 4 x 100 = 16 x X, luege 400 = 16
% X, de donde X = 400 = 25.

16

Lo cual se puede expresar asi:
Si la incégnita es un medio, serd igual al producto del extremo
y dividido por el otro medio conocido.
d.cC
Asi he hallado el medio incégnito. Si a:b::X:wc X =—+

h

Esta regla, con la cual se halla el término desconocido de una
progresién, se llama «Regla dz tresn, Se podria decir que es la
regla de los tres conocidos que van en busca del otro companero
desconocido,

Expuesta ¢n la forma que lo hemos hecho, parecs inutil esta
regla de tres, ya que es sencillisima de encontrar la incognita por
el simple razonamiento.

Pero no siempre sucede asi. Nos podemos hallar en casos, en
guesseria muy dificil hallar el cuarto término sin ayuda de la regla

&)

Por ejemplo: Sé que un tren recorre 450 km. en 6 horas.
4Cudntos recorrerd en 10 horas?

Entonces establece la proporcién :
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en 6 horas recorre 450 Km.
en 10 horas recorre X Km,
v lo pongo en la férmula 6:450::10:X. 450 x 10 = 6 x X

X = 450 x 10 = 4500 = 750

6 6

Luego en 10 horas recorrerd el tren 750 Km.

Para cubrir 16 ventanas se precisan 42 m's. d= tela, 2cuanta
telg habrd que comprar para cubrir 56 ventanas?

para 6 ventanas 42 m. 6:42;:56:X 6 X X = 42 % 56.

para 56 ventanas X m. X = 42 x 56 = 2352 = 302 m.

——

6 6
Debo, pues, comprar 392 metros de tela,

REDUCCION A LA UNIDAD

Si no aplicase la regla de tres, deberia hacer la reduccion a la
unidad.

Esto es, en el ejemplo del tren que recorre 450 km. en 6 horas
puedo averiguar cuantos recorre en und hora, que son 450

6

De aqui puedo obtener la longitud de recorrido a la misma velo-
cidad durante un ndmero cualquiera de horas multiplicando este
namero por el recorrido de una hora.

En nuestro caso, en 10 horas recorreria el tren:

450
Km. —— x 10,
6

En cambio. con la regla de tres :qué férmula se obtiene para X?
4506 X 10 X = 450 % 10
6
Pero esta férmula es igual a la otra, porque ya sabemos, que

para multiplicar una fraccién por un entero se multiplica éste por
el numerador.
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450 % 10 = 450 x 10 = 75 x 10 = B0 = 4500
6 6 6

750 = 750

Tememos el otio ejemple de las telas y las ventanas,
42 mts. eran necesarios para 6 ventanas.

42
Para una ventana Se precisan — = 7 m
6
42
Y para 56 ventanas -— X 56.
6
Para multiplicar esta fraccién por 56 se debe multiplicar el nu-
42 x 56
merador —
6

La regla de tres, en cambio, era

42 x 56
42 .6 :X :56 =
6
42 x 56 42 % 56
Se obtiene en un caso y en el otro .
6 6

. Escoged entre los dos! 2Como es posible si son iguales?
Aqui hemos llegado ante una dificultad insuperable y no sa-
bemos proseguir.
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LLa obra de la Doctora Montessori

Su evolucion y desarrollo

El primer experimento Montessori tuvo lugar en la «Casa dei
Bambini» de San Lorenzo, en Roma, el afio 1906.

El «Método de la Pedagogia Cientifican, fruto primero de este
experimento, aparecié el afc 1909. La otra obra fundamental de
la Montessori, que examina la posibilidad de aplicar a las escuelas
elementales el método experimentado en la «Casa dei Bambinin
aparecié en 1912,

En 1913 se abria en Roma el Primer Curso Internacional M ntes-
sori, seguido, con intervalo de un afio, por el segundo, Estos cursos
fueron la verdadera fragua del movimiento montessoriano. Ilna
gran idea y una gran fe hubo de animarlos, la simple palabra supo
traducirse en quien la escuchaba, en voluntad, accién y creacion, v
de estos cursos irradiaron a todas las partes del mundo, donde se ha-
bian llamado a reunién, energias ansiosas de actuar. Fueron, a partir
de entonces, el fuego perenne de la idea montessoriana y el tnice
centro de preparacion de los maestros.

En el curso de 19013 la participacién més importante fué la de los
Estados Unidos de América con 60 maestros, En los Estados, con
anterioridad @l ourso de 1913, se habian constituido dos escuelas
Montessorianas, una en Tawytown y la otra en Washington. En
diciembre de 1013, la doctora Montessori cruzaba el Océano y des-
arrollaba un ciclo de conferencias en New-York, Washington y Bos-
ton, Conviene hacer observar que la Doctora Montessori ha dado
sempre sus lecciories y sus cursos en lengua italiana. Volvid a Ameé-
rica en 1915 para desarrollar su primer curso internacional en Los
Angeles v este solo hecho dice con cudnto interés acogia y favorecia
América la innovacién Montessoriana. La primera Sociedad Montes-
sori se constituyé en 1914 v en 1916 se iniciaba, bajo la direccion
de Helen Parkhurst un curso para la preparacién de las maestras
montessorianas, que todavia contintia con éxito creciente bajo la ins-
peccion de la Child Education Foundation, entdad nacional que dirige
el movimiento montessoriano en los Estados Unidos.

Helen Parkhurst, discipula de la Doctora Mon:essori, es la crea-
dora del Dalton Plan Individual Work System que debe considerarse
como una filial del Método Montessori.
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Algunas de las principales cindades donde funcionan Escuelas Montessori

De los cursns de 1913 vy 1914 irradiaron también los primeros
ntcleos alemanes que, ya antes de la guerra, crean escuelas elemen-
tales y jardines de la infancia, uno de los cuales permanecio
abierto durante toda la contienda. En 1919 tuvo lugar el primer
experimento oficial. Desde entonces el método fué desarrollindose
rapidamente a expensas del froebeliano, al cual ha sustituido en
muchos ¢asos,

La Sociedad Ofcial Montessoriana es la Verein Montessori Peda-
gogick Deustchlande que se consti‘ty6 en Berlin en 1930 (Wil-
hermstrasse 57-58) como rama de la Sociedad Montessori Internacio-
nal, lo cual publica la revista «Montessoriy (Blatter der Internatio-
nalen Montessori Gesellschaft), En Alemania la situacién del mo-
vimiento reformador es especialisimo. En efecto, despucs de la
revolucion de 1918 aparece inscrito en el programa politico-social de
la Constitucion la lucha entre un pequefio grupo de innovadores y
las autoridades escoldsticas tutoras de la tradicién, Si acaso, la
lucha existe entre los reformadores mismos. Se puede decir que

Alemania ofrece uno de los campos més interesantes de experien-

cias pedagdgicas,

Un desarrollo no menos rdpido ha tenido el método en Austria.
Las «Case dei bambinin construidas segtin especiales criterios arqui-
tecténicos son, gracias al apoye de los municipios, de las mas ricas
y mejor organizadas.

En los cursos 1913-1914 nacieron también los primeros nicleos
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Esecuela municipal de Amsterdam, (razada de acuerdo con modelos
de la Doctora Montessori

espar'foIes 0, mejor dicho, catalanes. Unido al movimiento politico
catalan, el método siguié sus vaivenes, En dichos afios fué adoptado
en jardines de la infancia, privados y ptiblicos y en colegios de
religiosos, tanto para nifos normales como para anormales. En
Barcelona tuvo lugar en 1915 el IV Curso Internacional, Los libros
de la Montessori traducidos al espafiol son adoptados en las eks.cuelas
normales v hoy, con el apoyo de las autoridades catalanas y del

C_iob-rerno Cer_ltral se ha constituido la uSociedad Moniessoriy afi-
liada a la Som_edad Montessori Iniernacional, con sede en Barcelona
(Ronda de Universidad, 7), la cual organizé el XVIII Curso Interna-
cional celebrado en Junip de 1933,

__En Portugal, donde los libros de la Montessori han sido tradu-
cidos, se estudia, por iniciativa del Gobierno, que envié ﬁna pro-
fesora al curso gue se di6 en Roma bajo los auspicios del Gobierno
_‘t{r{lgu];r::slgieen:srz.ﬁge l:lonor tda S.‘ E. Mussolini, la posibilidad de in-

r nza montesso ) izaj
i eaies aton s8 ngna en las escuelas de aprendizaje
En Francia el desarrollo del Método llevé el mismo ritmo que
el de la reforma de las escuelas, menos vivo qite en otros sitios. Sin
e.n?ba-rgn, aqué}l_, introducido desde 1913 en una peguefia eséruela
E;ﬂgﬁ;ﬁf}de Pa-rés, despues de la pausa de la guerra comenzé un mo-
s ptiblicaazcin p(ra.ll‘l:e:‘dc;:e, ha conducido a la creacién de varias escue-
26
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Notable fué la iniciativa de la sefiora Cromwell, americana, fun-
dadora de la escuela Montessori de Fontenay sous Bois y de un
centro de preparacién para maestros, la cual confié a los mutilados
de la guerra la construccion del material diddctico con que doté a
escuelas superiores y elementales, La Sociedad «La Nouvelle Edu-
cationn, fundada en 1921 en Paris (Rue Denfert-Rochereau, 77),
procura, a fravés de la publicacién de la revista homénima, la orga-
nizacién de ciclos de conferencias, la creacion de escuelas y la di-
fusi6én de los principios montessorianos en Francia, donde estd ahora
en formacidn la seocién francesa de la Asoclacion Montessori In-
ternacional.

Holanda fué uno de los primeros paises que adoptaron el Método
v es el que obtuvo de él los mayores adelantos, pues lo ha estable-
cido incluso para los jovenes de los 12 a los 18 afios, El Liceo Mon-
tessori de Amsterdam es el dnico experimento de ese género en
todo el mundo.

El movimiento montessoriano en Holanda tuvo su iniciacion en la
primavera de 1914 después de una conferencia pronunciada por la
doctora Montessori en el Congreso Pedagogico Holandés, La primera
«Casa dei Bambinin fué fundada en el otofio del mismo afio; dos
afios después se hacian las primeras experiencias en las escuelas
elementales, que en Holanda educan los nifios desde los 6 a los 12
afios. Hoy las escuelas elementales Montessori estdn equiparadas
a las oficiales, existen veintiuna en muchas ciudades y estan cons-
truidas segiin los criterios arquitecténicos montessorianos, La So-
ciedad Montessori oficial es la Nederslanche Montessori Vereeniging
con sede en Amsterdam (Verhulstraat 16) fundada en (917, que
cuenta con 15 filiales y publica el periédico «Montessori Opwedingn.
Cursos preparatorios para maestras existen en Amsterdam, Utrech y
Rotterdam y recientemente se ha instituide uno en la Universidad
Catdlica de Nimega,

En Inglaterra y Escocia el método se ha difundido desde los
afios 1913-14 alcanzando las formas mas perfectas. El centro del
movimiento es Londres. donde tiene su sede la rama inglesa de la
International Montessori Society cerca del Montessori Training College
(Escuela de aprendizaje para maestros), En Londres la doctora Mon-
tessori ha tenido, desde el 1919, un curso cada dos afios ; el rllimo
lo tuvo en la primavera de 1933, el XVII curso Internacional.

Escuelas Montessori existen en las principales ciudades de Irlan-
da v también en la lejana Islandia.

En los paises danubianos y balkdnicos ha encontrado fervientes
adeptos y ha creado escuelas y centros de preparacién y propaganda.
_El Gobierno Hiingaro envié Maestras y Maestros a los cursos
internacionales de 1929-30-31 para estudiar la posibilidad de apli-
car el método Montessori en las escuelas nacionales. Una escuela
Montessori forma parte de la Academia del Estado en Budapest, y
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Pscuela modelo Montessori, construfda por el Ayuntamiento de Viena,
seghin las reglas e indicaciones fijadas por la Doctora Montessori
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Architek] Professor Frans Schusler,

en esta ciudad se ha constituido en 1931, como seccion cl_e la Socie-
dad Pedagbgica Hiingara, la Sociedad Montessori Nacional, aso-
ciada a la Internacional. /

También en Checoeslovaquia, se ha contado desde el afio 1932
con una Sociedad Montessori Nacional dependiente de la Sociedad
Pedagogica Comenina, con sede en Praga, halldndose en estudio un
provecto para la aplicacion del Método (adoptado ya oficialmentie en
los jardines de la Infancia) a las escuelas elementales.

En Rumania, de donde el gobierno envid varios maestros y profe-
sores a los cursos de Roma 1930 y 1931, se estd preparando la
constitucion de la Sociedad Montessori. ]

En Bulgaria (en Soffa), existe una hermosa escuela Montessori
italiana ; el Gobierno envia sus representantes a los Cursos Inter-
nacionales y tiene en estudio la creacién de una escuela de_prepara—
ci6n para maestras (preparacién desarrollada hasta ahora tnicamente
por la «Esccela Americana del Mctodon, de Sofia), y la constitucion
de una Sociedad Montessori. En los Cursos Internacionales han
participado también enviados del Gobierno de Albania.

En Grecia sufrio el método las mismas alternativas que la poli-
tica, Fué la Reina Sofia en persona quien en 1916 fundé la primera
escuela modelo Montessori, En 1921 se inicié un curso para la
preparacién de los maestros, Hoy existen escuelas Montessori italia-

nas en Salénica y Corfd. &
En Turquia, el Método se conoce a través de la traduccion de la
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Obra fundamental, y de maestras gue siguieron cursos en Italia y en
Austria.

Si vamos hacia el Norte, encontramos en Polonia numerosas es-
cuelas locales organizadas por alumnos de los Cursos Internacionales.

En Dinamarca el Método, apoyado por el Gobierno, ha alcanza-
do una notable difusion. Las escuelas Montessori, orientadas por und
sociedad Motessori danesa, acogen los muchachos hasta los quince
afios de edad. También en Dinamarca se aplica el Método a los
jbvenes hasta los quince afios.

En los Paises Escandinavos, Suecia y Noruega, el Método, co-
nocido y discutido desde 1914, es aplicado (totalmente, parcial-
mente o en forma modificada) en varias escuelas privadas. Recien-
temente ha sido fundada en Suecia la Sociedad Montessori Nacional,
Svenske Montessori Foreningen (Estocolmo) como rama de la So-
ciedad Internacional Montessori, En Kowno, capital de Lituania,
funciona una escuela modelo Montessori, organizada por el Gobierno
y en Letonia existen colegios particulares fundados por alumnos de
los Cursos Internacionales.

En el continente africano encontramos escuelas Montessorianas
en Libia, Somalia, Trnez, Argel, Marruecos, Nigeria, Naial, Kenia,
Unién Sudafricana y Egipto; en estos dos tltimos paises las nu-
merosas escuelas Montessori han sido creadas e impulsaldas por las
Gobiernos respectivos,

&Y en Asia? En Palestina, la primera escuela Montessoriana, la
de Jerusalén, data de 1922 ; hoy son ya numerosas las escuelas
modelo, principalmente en las colonias sionisticas de reciente for-
macién. En la Georgia existen escuelas particulares Montessorianas
que tienen su origen en los Cursos Internacionales.

A los Cursos Internacionales han enviado observadores los Go-
biernos de Siam (1929-30) ; en el Jap6n se aplica el Método en una
escuela particular. En Filipinas, alumnos del curso Internacional del
1914 han fundado una escuela Montessori ; escuelas Montessori fun-
cionan en China donde existe igualmente una escuela de aprendizaje.
En Ceylin existen Escuelas Montessori, particulares. En la India,
sobre todo, ha encontrado el método desde los primeros afios acogi-
da favorable tanto en el ambiente inglés como en el indigena. Exis-
ten escuelas Montessori en las principales ciudades y se estd cons-
tituyendo con programa orgdnico y vastas adhesiones la Sociedad
Montessori India.

En territorio americano, el Método se ha desarrollado ademas de
los Estados Unidos, en Canadd, Méjico v Cuba, donde han surgido
escuelas privadas que se sirven del material didactico y en la Re-
ptiblica de Panamd que oficialmente lo ha aplicado a todas las escue-
las de pédrvulos. Bajo la inspeccién del Gobierno funciona alli, desde
hace tiempo, un Curso de aprendizaje ; en 1931 se constituyd la
Sociedad Montessori Nacional y los libros de la Montessori estin
adoptados como texto en las Escuelas Normales,
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Una de las salas de la escuela Montessori cde Hyjuaplein (Holanda)

En Colombia, donde el Método es conocido desde 1915 existen
escuelas Montessori, oficialmente reconocidas por el Gobierno.

También en Perd, Bolivia, Ecuador, Venezuela y Chile, el
Método se ha adoptado oficialmente. En Chile la Sociedad Pedago-
gica Montessori inspecciona las escuelas y las clases montessoria-
nas v el Gobierno envié observadores a los cursos internacionales
de 1929-30-31.

En el Brasil existen escuelas Montessori y en la Argentina y
Paraguay el método es conocido y aplicado, aun cuando de manera
incompleta,

También en Australia se ha introducido el método con rapidez ;
en 1912 en Nueva Gales del Sur por iniciativa del Gobierno y en
1014 en los otros Estados. Se asiste, en los Jardines de la Infancia
australianos, a una tipica evolucién del sistema froebeliano al mon-
tessoriano. El método se aplica también, aun cuando con notables
modificaciones locales, a los nifios de seis a ocho afios, Las cons-
trucciones escolares v el material diddctico siguen el criterio monies-
soriano, _

Premeditadamente hemos dejado para el dltimo lugar Rusia v
Suiza. Rusia porque en ella no se encuentra el Método en relacion
con las escuelas nacionales en la misma situacién que se encuentra
en otros paises.

La escuela soviética se funda en aquel mismo criterio de auto-
nomia del nifio que constituye uno de los principios de la pedagogia



EVOoLUC N D EL METODO MONTESSORI

montessoriana. Es justo, sin embargo, hacer notar que antes de
la revolucion, el método habia sido conocido y aplicado en Rusia
Lo vemos discutido en 1912 en la prensa pedagégica ; en el mismo
afio se publica la traduccién rusa de la Pedagogia cientifica, en
1916 se constituye, en San Petesburgo también, un circu_l-o cien-
tifico para el estudio del método ; en 1920 la «Casa para nifiosn €s
incorporada al instituto del Estado para la educacion pre-escoldstica,
en el cual la fundadora de la «Casa de los nifios», la sefiora Fausse,
es invitada a ocupar la Catedra de Pedagogia Cientifica segin el
Métode Montessori. .

Funcionan hoy en Leningrado, apoyadas por el Gobierno, 5
Oasas de los Nifios ; una existe en Moscou, muchas han sido esta-
blecidas en las provincias caucdsicas (donde encontramos también
clases elementales Montessori) ; algunas en Ucrania y en Siberia.
Se fabrica y se vende, por el Municipio de Moscou, el material
diddctico v la Obra fundamental de la Montessori (a la cual se ha
afadido en la traduccion rusa «lia auto-educacion en las escuelas
elementalesy) estd muy difundida.

Veamos, por tltimo, Suiza. En el centro de los experimentos
Pestalozzianos vy Froebelianos, el método ha encontrado uno de 108
terrenos més propicios y su desarrollo ha sido singularmente Td-
pido en el Cantén Ticino, donde ha representado una de las primeras
y mas completas aplicaciones oficiales a los nifios de raza y cultura
italianas, lo mismo en los Jardines de la Infancia que en las escuelas
elementales.

El Cantén de Vaud ha creado algunas escuelas Montessorianas v
desde Ginebra, el Bureau International d’Education dirigido por
Piaget v la Ligue International pour IPeducation Nouvelle dirigida por
Ferriere, desarrollan la propaganda montessoriana en Suiza. Se ha
tundado ahora bajo la Presidencia del Prof. Piaget la Seocion Suiza
de la As. Internacional.

Por dltimo: Italia cuenta con esouelas montessarianas en casi
todas l1as ciudades del Reino, Bajo los auspicios del gobierno italiano,
se celebraron en los afios 1930-31 los cursos internacionales Mon-
tessori (XV-XVI) v desde hace tres afios funciona una Escuela Real
Montessori donde se preparan maestras parvulistas. Ademads, la
famosa reforma Gentile, que revoluciond los sistemas de ensenanza
de aquel pafs, estd basado sobre el método Montessori, transfor-
mando las leyes de Instruccién Priblica para dar cardcter oficial al
sistema Montessori.

Reconocida por Benito Mussolini la suprema eficacia pedagdgica
que ofrece este método, ha hecho de la «Opera Montessorin un
elemento factltativo oficial, inspector de los servicios técnicos de
Instruccion Prblica de Italia,

Sintesis :

El Método es conocido y aplicado en 60 pafses, oficialmente en
muchos de ellos, La aplicacién mds vasta es la de las «Casas de los
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nifiosn, pero en casi todos los paises el Método ha sido adoptado
igualmente en las escuelas elementales y en uno (Holanda) en las
escuelas medias superiores.

En diversos paises existen, aparte de los Cursos Internacionales,
cursos permanentes de aprendizaje y escuelas modelo construidas y
decoradas segin el criterio de la Doctora Montessori, es, pues, el
dnico método existente para el cual se construyen expresamente edi-
ficios dedicados a la ensefianza montessoriana, Las fdbricas de
material didactico, de las cuales es la mds importante hasta hoy, la
inglesa, proporcionan el material a todos los paises que aplican el
Metodo.

Organos oficiales del movimiento Montessoriano son los perio-
dicos Montessori, italiano; Montessori, alemdn ; Montessori Opvoe-
di{lg) holandés; La Nouvelle Education, francés; pero del movi-
miento se ocupan sistematicamente numerosos periédicos de idiomas
diversos, entre los que merecen especial mencién Kileine Klinder
Das Werdende Zeital er, alemanes, vy L'Ecole Nouvelle, Suiza. En
Espafia aparecerd en estos dias la Revista Montessori.

_ (rhstqs datos — diremos con Paolo Orano — son bastante expre-
sivos; dicen que treinta afios de obra precisa, tenaz, luminosa, han
convertido un método de educacidn italiano en método mundial,»

Esta obra de difusion y de organizacion no es hija solamente de
la intima fuerza de penetracion de la idea montessoriana ; es debida
a la incansable actividad personal de su creadora gue todos los afios,
visitando los principales centros del movimiento y desarrollando en
ellos Cursos y conferencias ha dado vida a uno de los mds vastos
organismos pedagogicos actuales.

Hoy en dia, (Diciembre 1934), se piensa en la necesidad de
crear ufi Instituto Internacional que amalgame y dirija con capacidad
1qr1dlca, todos los centros montessorianos del mundo, A la tendencia
dlferenciad-or_a debe oponerse la tendencia unificadora,

I.’Urq-uje si es cierto que uno de los méritos mayores del método
ha sido y es su capacidad de adaptacion alcanzando frecuentemente,
no .sélo la forma, sino la substancia del método, representa un gr_an
peligro para su integridad. No han sido raros los casos de aplicacio-
nes arbitrarias y errdneas, que han comprometido su prestigio.

No es solamente una labor protectora la que ha de realizar el
Instituto Internacional ; éste debera dar uniformidad de directivas y
va_lore':s al movimiento, organizar Cursos de aprendizaje a base de
criterios unitarios, disciplinar la fabricacién de material y la prensa’
y construir, finalmente, un centro de estudio e informacion. '
EISEE;::; necegldald se ha e};-presa.dp ya en 1929 en el Congreso ae

nore, por impulso del Sr. Mario Montessori, que votd la consti-
tuccién de una «Sociedad Montessori Internacionaly., s
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